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1 Die Physikalisch-Technische Bundesanstalt

Die Inhalte dieses Abschnitts sind zum iiberwiegenden Teil aus unterschiedlichen Bereichen der Home-
page der PTB unter ptb.de entnommen und hier zusammengetragen.

Die Physikalisch-Technische Bundesanstalt (PTB) ist das sogenannte nationale Metrologieinsti-
tut (NMI) Deutschlands. Als solches ist sie verantwortlich fir die Darstellung und die Weitergabe der
physikalischen Einheiten, aber auch fiir metrologische Forschung und Dienstleistungen im Dienste
der Wissenschaft, Politik, Wirtschaft und Gesellschaft. Die Metrologie, die wissenschaftliche Basis
des Messens und aller daraus folgenden Anwendungen, ist essenziell fiir unsere moderne Welt, denn
Messtechnik ist heutzutage in fast allen Bereichen des Lebens und Wirtschaftens integraler Bestand-
teil. Die PTB ist eine wissenschaftlich-technische Ressortforschungseinrichtung und Oberbehérde
im Geschéftsbereich des Bundesministeriums fiir Wirtschaft und Klimaschutz. In allen Fragen des
Messwesens und der Metrologie ist sie die hochste Beraterin der Bundesregierung. Als weltweit zweit-
grosstes NMI, nach dem US-amerikanischen NIST, geniesst sie international hohes Ansehen, wenn
es darum geht, Einheiten zu erforschen und prézise Messungen durchzufiihren.

Der Grofteil ihrer Arbeiten finden an den beiden Hauptstandorten in Berlin und Braunschweig
statt:

o Bundesallee 100, 38116 Braunschweig: Der Hauptsitz der PTB befindet sich in Braunschweig,
nordwestlich der Stadt gelegen. Seit 1947 ist die PTB dort anséssig. Auf dem 1km? grofien Ge-

lande sind etwa 1.700 Mitarbeitende in neun Abteilungen beschéftigt, darunter das Prasidium.

o Abbestrae 2-12, 10587 Berlin: Das Institut Berlin (IB) ist die historische Keimzelle der
Physikalisch-Technischen Reichsanstalt (PTR), die 1887 auf Initiative von Werner von Siemens
und Hermann von Helmholtz in Berlin-Charlottenburg gegriindet wurde. In einer wechselvollen
Geschichte wirkten herausragende Personlichkeiten der Physik an der PTR. Sie wurde 1953 als
IB in die zwischenzeitlich in Braunschweig gegriindete PTB eingegliedert. Heute beherbergt

das IB zwei der neun Fachabteilungen. Die Mitarbeiterinnen und Mitarbeiter arbeiten dort


https://ptb.de

in den Bereichen Temperatur und Physik mit Synchrotronstrahlung sowie Medizinphysik und

Informationstechnik.

Daneben existieren zwei weitere Messstandorte fiir Metrologie mit Synchrotronstrahlung.

o am Speicherring BESSY II in Berlin-Adlershof beim Helmholtz-Zentrum Berlin in der Albert-
Einstein-Str. 15, 12489 Berlin: Seit 1998 nutzt die PTB die Synchrotronstrahlung des Spei-
cherrings BESSY II in Berlin-Adlershof und setzt damit die Arbeiten fort, die am Ende 1999
stillgelegten Speicherring BESSY I begonnen wurden. Die 12 Messplatze entwickeln sich zu-
nehmend zu einem européischen Zentrum fiir Metrologie mit Synchrotronstrahlung, das von
Kooperationspartnern weltweit genutzt wird. Sie decken metrologische Dienstleistungen ab,
von Routinekalibrierungen bis hin zu mafigeschneiderten metrologischen Losungen und metro-
logieorientierter Forschung in kurzwelligen Spektralbereichen vom extremen Ultraviolett bis

zum Rontgenbereich.

o Willy-Wien-Laboratorium, in der Magnusstr. 9, 12489 Berlin: In Ergénzung zum Speicherring
BESSY II hat die PTB ihre Instrumentierung um einen eigenen Speicherring erweitert, die Me-
trology Light Source (MLS). Sie wurde speziell fiir die Anforderungen der Metrologie konzipiert
und gebaut. Die MLS befindet sich in der Nahe des Speicherrings BESSY II in Berlin-Adlershof
und wurde im Frithjahr 2008 in Betrieb genommen. Die PTB betreibt an der MLS ein Labor,
in dem derzeit elf Messpléitze zur Verfiigung stehen. Dort werden Prazisionsmessungen und
Kalibrierungen im Spektralbereich vom fernen Infrarot / THz bis zum extremen Ultraviolett

angeboten.

Kein wissenschaftliches Experiment, kein industrieller Prozess, kein Waren- und Giiterverkehr kommt
ohne Quantifizierung aus. Die Messtechnik und ihr wissenschaftliches Riickgrat, die Metrologie, sind
heute fast selbstverstiandlich geworden. Doch diese Selbstverstdandlichkeit praziser und zuverléssiger
Messungen muss erarbeitet werden, und zwar nicht nur einmal, sondern immer wieder — synchron
zu den stindig steigenden Genauigkeitsanforderungen der ,,metrologischen Kundinnen und Kunden*.
Die Aufgabe eines NMI wie der PTB ist es daher, fir die stidndige Funktionsfahigkeit und damit
fiir eine zuverlassige und fortschrittliche metrologische Infrastruktur zu sorgen, die den Anforderun-
gen von Wissenschaft und Hightech-Industrie einerseits und den alltagsnahen Randbedingungen des
gesetzlichen Messwesens andererseits gerecht wird.

Die Liste von derzeit insgesamt 22 Gesetzen, Verordnungen, Richtlinien und Abkommen, in de-
nen Aufgaben und Ziele der Arbeit der PTB formuliert werden, ist lang und reicht von der Be-
kanntmachung der Meterkonvention am 20.05.1875 bis zur Bekanntmachung des Gesetzes iiber die
Bereitstellung von Produkten auf dem Markt (Produktsicherheitsgesetz) vom 27.07.2021. In einem
von der PTB gefiihrten und offentlich zugénglichen Dokument werden diese gesetzlichen Aufgaben
gepflegt (Z.13, 2022). Konkret arbeitet die PTB unter anderem an den folgenden Aufgaben:

o Darstellung und Weitergabe der gesetzlichen Einheiten,

o Aufbewahrung der Prototypen der Bundesrepublik Deutschland sowie der Einheitenverkorpe-
rungen und Normale und Anschluss an die internationalen Prototypen oder Etalons nach der

internationalen Meterkonvention,



o Wahrnehmung der Aufgaben einer Konformitatsbewertungsstelle,

o Metrologische Riickfiihrung von Normalgerdten und Priifungshilfsmitteln fiir Konformitatsbe-

wertungsstellen, zustandige Behorden und staatlich anerkannte Priifstellen,
o Erteilung von EG-Bauartzulassungen,

o Mitwirkung bei der Sicherstellung und Aufrechterhaltung eines bundesweit einheitlichen Si-

cherheitsniveaus fiir den Betrieb von zertifizierten Smart-MeterGateways,

o Zulassung der Bauart von Schussapparaten, Einstecklaufen und nicht der Beschusspflicht un-
terliegenden Feuerwaffen, Systempriifungen von Schussapparaten und der in ihnen zu verwen-

denden Kartuschenmunition,

o Erstellung eines Leitfadens zu messtechnischen Kontrollen von Medizinprodukten mit Mess-

funktion, Bekanntmachung, Archivierung nicht mehr aktueller Leitfiden,
» Bereitstellung von Radioaktivitatsstandards,
« Bauartzulassungen von Spielgerdten mit Gewinnmoglichkeit,
o Prifung der Bauart von Wahlgeréten,

o Bereitstellung von Aktivitdtsnormalen fiir den Bereich Nuklearmedizin,

internationale Zusammenarbeit zur Festlegung der physikalisch-technischen Einheiten.

Dariiber hinaus ist die PTB im Rahmen der deutschen Entwicklungszusammenarbeit in zahlreichen
Entwicklungs- und Schwellenldndern aktiv, um Projekte zum Aufbau einer lokalen Qualitatsinfra-
struktur zu fordern. Heutzutage geht es dabei vor allem um den bedarfsgerechten Auf- und Ausbau
aller relevanten Institutionen der Qualitétsinfrastruktur (QI) in den Partnerlandern, um deren Ver-
netzung untereinander sowie um die Nutzung der QI-Dienstleistungen durch Anwenderinnen und
Anwender.

Der weitaus grofite Teil der Arbeiten der PTB findet jedoch im Bereich der Wissenschaft statt.
Mit rund 70 Prozent ist der Anteil an Forschungsaufgaben der PTB grofler als der aller anderen ge-
setzlichen und Dienstleistungsaufgaben. Die Forschungsarbeiten in der PTB sind dabei stets metrolo-
gisch geprégt, prinzipiell anwendungsorientiert und damit deutlich unterschieden von reiner Grund-
lagenforschung. Mit ihren ,,Aufgaben und Ziele der Themenbereiche fiir 2023-2025“ (Physikalisch-
Technische Bundesanstalt, n.d)) hat die PTB auch in diesem Bereich ein 6ffentlich zugéngliches
Dokument bereitgestellt, um einen umfassenden Uberblick iiber ihre geplanten und aktuell laufen-
den Forschungsvorhaben zu erhalten. Die Arbeiten sind darin nach dem Vorbild der weiter oben

schon erwidhnten Meterkonvention in 14 sogenannte Themenbereiche gegliedert:

1. Akustik, Ultraschall, Beschleunigung: In diesem Themenbereich werden metrologische Frage-
stellungen bearbeitet, die die Darstellung und Weitergabe dynamischer mechanischer Einheiten

zum Inhalt haben.



10.

11.

Durchfluss: Dieser Themenbereich befasst sich auf der Basis des Einheiten- und Zeitgesetzes
(EinhZeitG) mit der Darstellung und Weitergabe der Einheiten fir die Stromungsmessgrofien
Menge, Durchfluss und thermische Energiemessung von Flissigkeiten sowie Menge, Durchfluss,

Stromungsgeschwindigkeit, thermische Energiemessung und kalorische Groflien von Gasen.

Elektrizitdt und Magnetismus: Dieser Themenbereich befasst sich gemafl aus dem EinhZeitG
und dem Mess- und Eichgesetz abgeleiteten Auftrag mit der Darstellung, Bewahrung und

Weitergabe der elektrischen und magnetischen Einheiten.

Ionisierende Strahlung: In diesem Themenbereich werden geméafl EinhZeitG, Strahlenschutz-
gesetz, Strahlenschutzverordnung, Mess- und Eichgesetz, Mess- und Eichverordnung, IMIS-
Zustandigkeitsverordnung, Atomgesetz sowie Medizinproduktegesetz und Medizinprodukte-
Betreiberverordnung metrologische Aufgaben sowie Zulassungen und Konformitédtsbewertun-

gen wahrgenommen.

Lange, dimensionelle Metrologie: Dieser Themenbereich behandelt die sich aus dem gesetzlichen
Auftrag geméfl dem EinhZeitG, dem Mess- und Eichgesetz und der Européischen Messgerate-
richtlinie (MID) 2014/32/EU zur Darstellung, Bewahrung und Weitergabe der SI-Einheit der

Lange, Meter, sowie den daraus abgeleiteten dimensionellen Messgrofien ergebenden Aufgaben.

Masse und abgeleitete Grofien: In diesem Themenbereich wird — basierend auf dem EinhZeitG,
dem Mess- und Eichgesetz sowie der MID und der Richtlinie fiir nicht-selbsttétige Waagen (NA-
WID) — an der Darstellung und Weitergabe der mechanischen Einheiten fiir Masse, Festkorper-
dichte, Kraft, Drehmoment, Hérte und Druck (auch Vakuumdruck) sowie an Dienstleistungen

im Auftrag der Konformititsbewertungsstelle der PTB gearbeitet.

Metrologie in der Chemie und Stoffeigenschaften: Dieser Themenbereich umfasst die metrolo-
gische Riickfiihrung von chemisch-analytischen Messungen in Gasen, Fliissigkeiten und Fest-

stoffen, einschliefllich der Quantifizierung enthaltener (Nano-) Partikel.

Metrologie in der Medizin: Das Aufgabengebiet dieses Themenbereichs besteht in der Bear-
beitung von biomedizinischen Messverfahren innerhalb der Metrologie mit dem Ziel, eine best-
mogliche Qualitatssicherung zum Wohle der Patientinnen und Patienten zu ermoglichen und

neue Losungswege fiir metrologische Fragestellungen in der Medizin zu geben.

Photometrie und Radiometrie: Auf der Grundlage des EinhZeitG ist in diesem Themenbereich
die zentrale Aufgabe die Darstellung und Weitergabe radiometrischer und photometrischer

Einheiten.

Thermometrie: In der Thermometrie sorgt die Metrologie fiir die Darstellung, Weitergabe und
Weiterentwicklung der internationalen Temperaturskalen, fiir damit zusammenhéangende ther-
mophysikalische Groflen und fiir die Bereitstellung nationaler Normale fiir die thermische En-

ergie.

Zeit und Frequenz: Die Forschungs- und Entwicklungsaufgaben dieses Themenbereichs leiten
sich im Kernbereich aus dem EinhZeitG ab und umfassen die Weiterentwicklung des Feldes hin

zur Nutzung optischer Uhren und optischer Referenzfrequenzen.
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12. Mathematik und metrologische Informationstechnik: Das Gebiet Mathematik in der Metro-
logie beschaftigt sich mit mathematischen und statistischen Fragestellungen und unterstiitzt
die experimentellen Gruppen der PTB. Das Aufgabengebiet der Fachdisziplin Metrologische
Informationstechnik besteht einerseits in Querschnittsaufgaben auf dem Gebiet der Informati-
onstechnik im gesetzlichen Messwesen und andererseits in der Bauartzulassung von Geldspiel-

gerdten sowie den dazugehorigen speziellen Aufgaben.

13. Physikalische Sicherheitstechnik und Explosionsschutz: Dieser Themenbereich ist Teil der Ko-
operation mit der Bundesanstalt fiir Materialforschung und -priifung (BAM) auf dem Gebiet
,Chemisch-physikalische Sicherheitstechnik®.

14. Nanometrologie: In diesem Themenbereich werden Arbeiten zur messtechnischen Riickfithrung
der Eigenschaften von Nanoobjekten sowie zum Verstdndnis von messtechnisch relevanten Pro-
zessen auf der Nanoskala durchgefithrt. Nanoobjekte sind durch Abmessungen im nanoskaligen

Bereich definiert, das heifit von etwa 1nm bis 100 nm in wenigstens einer Dimension.

Am 16.03.2021 wurde zu all diesen Aufgaben und Zielen der Arbeiten an der PTB ein sogenanntes
Leitbild zunéchst intern und dann auch in diversen Print- und Onlinemedien présentiert. Das Leitbild
selbst lautet:

Die PTB ist das nationale Metrologieinstitut. Wir streben nach dem Maf§ der Dinge und
entwickeln weltweit fithrende Standards fiir das Messen. Als Teil des gesetzlichen Messwe-

sens und der Qualitatsinfrastruktur setzen wir zuverldssige und verbindliche Maflstabe.

Wir sorgen dafiir, dass Menschen und Organisationen Messungen vertrauen kénnen. Da-
mit leisten wir einen grundlegenden Beitrag fiir unsere Wirtschaft, Wissenschaft, Ge-
sellschaft und Umwelt. Mit international anerkannter Spitzenforschung erschliefen wir

immer neue Bereiche des Messbaren.

Mit unseren vielfiltigen Kompetenzen ermoglichen wir gemeinsam technologischen Fort-

schritt fir die Herausforderungen der Zukunft.
Heute, morgen und iibermorgen. In allen Bereichen des Lebens.

Gemeinsam mit unseren Kooperationspartnern erschlieen wir neue Potentiale fiir Qua-
litat, Innovation und Nachhaltigkeit. Fiir Deutschland, Europa und die Welt.

Die darunter liegenden Werte sind wie folgt formuliert:

Groftmogliche Genauigkeit fiir zuverlassige und verbindliche Maflstédbe ist unser hochstes
Ziel. Wir hinterfragen uns stédndig neu und setzen auf modernste Technik, die wir stetig

weiterentwickeln und fur die wir weltweit anerkannt sind.

Wir stehen fiir Objektivitit, da wir unabhéngig von finanziellen und politischen Interessen
sind. Wir arbeiten ausschliefSlich nach wissenschaftlichen Prinzipien. Als Bundesanstalt

sind wir neutral und nehmen eine wichtige Rolle bei der verlasslichen Regelsetzung ein.

Seien die einzelnen Aufgabenbereiche an der PTB noch so verschieden: Was uns eint, ist

die Leidenschaft furs Messen.



2 Meine Aufgaben wihrend des Praktikums

Wihrend meines Praktikum war ich im Fachbereich 9.4  Metrologie fiir die digitale Transforma-
tion* beschéaftigt. Dort durfte ich im Forschungsschwerpunkt ,Metrologie fiir Sensornetzwerke® im
Umfeld erfahrener Wissenschaftler:innen mit vornehmlich mathematischem Hintergrund, aber auch
mit Physiker:innen, Chemiker:innen, Maschinenbauer:innen und Informationswissenschaftler:innen
arbeiten. Ich selbst setzt mich intensiv mit dem sogenannten , Guide to the expression of uncertainty
in measurement* (GUM) (JCGM, 20084) auseinander. Dabei handelt es sich um das zentrale Do-
kument, welches international abgestimmt die Grundlage fiir das Verstandnis von Messunsicherheit
in der Metrologie bildet. Gemeinsam mit dem International Vocabulary of Metrology (JCGM, 2012)
enthélt der GUM alle wichtigen Begriffsbestimmungen und teils erlauternde Anmerkungen zur In-
terpretation und Anwendung dieser Grundsétze. Die enorme Bedeutung des GUM ist vor allem in
der Formulierung des sogenannten ,GUM uncertainty framework® begriindet. Im Kern handelt es
sich dabei um die Formulierung des mathematischen Zusammenhangs, zwischen Messunsicherheiten
im Eingang eines Messmodels und der/n Messunsicherheit/en der durch Messung realisierten Mess-
groBe/n. Meine Auseinandersetzung bezog sich dabei auf die Ubertragung des GUM uncertainty
framework auf einfache neuronale Netze in Gestalt von sogenannten Mehrschicht Perzeptronen.

Das Ziel war insofern im ersten Schritt die rigorose Formulierung von mathematischen Voraus-
setzungen an die Netzkomponenten und gegebenenfalls die Architekturen, um die Anwendung des
GUM uncertainty frameworks zu ermoéglichen. Darauf aufbauend sollten dann erste Schlussfolge-
rungen gezogen werden und mathematische Aussagen tiber entsprechend ausgestattete, vortrainierte
Netze getroffen werden.

Als Fernziel formulierten wir die exemplarische Simulation der Aussagen in geeigneten Beispielin-
stanzen solcher Netze, um die Ergebnisse quantitativ mit den Ergebnissen der Monte Carlo Methode
zu vergleichen. Diese wird ndmlich im Supplement 1 , Propagation of distributions® des GUM (JCGM,
2008b) ausfithrlich diskutiert und als Referenzmethode vorgestellt.

3 Ergebnisse

Wiéhrend der Dauer des Praktikums ist ein solides Rahmenwerk fiir die Formulierung von Vorausset-
zungen zur Unsicherheitspropagation in neuronalen Netzen entstanden. Darauf aufbauend habe ich
mehrere mathematische Sétze und Propositionen formulieren kénnen, welche die gezogenen Schliisse
exemplarisch zur Anwendung bringen. Dariiber hinaus ist ein FAIRes Softwarepaket entstanden (Lud-
wig, 2023b), in welchem die sich ergebende Mathematik im Python Framework PyTorch umfassend
und sehr gut getestet implementiert ist. Alle Ergebnisse des Praktikums konnten im Anschluss in
einer Masterarbeit mit dem Titel ,, GUM-compliant neural network robustness verification* (Ludwig,
2023a) zusammen mit dem Zuse-Institut Berlin (ZIB) und der PTB verarbeitet werden. Dariiber
hinaus werden die Ergebnisse auf dem 21st INTERNATIONAL METROLOGY CONGRESS und
voraussichtlich auch in einer Sonderausgabe der Zeitschrift IOP Measurement Science and Technology

verOffentlicht. Die zentralen Ergebnisse finden sich in den Anhéngen @ und .



4 Fazit und Beurteilung des Praktikums

Die wissenschaftliche Arbeit an der PTB war eine spannende Erfahrung fiir mich, obwohl ich als
Forschungssoftwareentwickler und -projektleiter bereits mehrere Jahre Erfahrung im Umfeld wissen-
schaftlicher Fragestellungen sammeln konnte. Bisher drehten sich meine Aufgaben dabei eher um die
Implementierung von fertigen Algorithmen und insofern die Anwendung insbesondere auflerhalb der
Forschungswelt etablierter Methoden und Werkzeuge zur Erstellung und Wartung von komplexen
Softwareprodukten in Zusammenarbeit mit teils internationalen Teams. Wéhrend des Praktikums
konnte ich also ein erstes Mal aus meiner Perspektive von der Implementierung neuer Ideen zur
Findung solcher Ideen wechseln.

Der Austausch mit erfahrenen Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftlern am ZIB und an der
PTB in wochentlichen und anderen regelméafligen Austauschrunden sowie individuellen Gespréachen,
hat dabei vielfach meinen Blick geschérft, welches die relevanten Fragen sind, mit denen ich mich als
angehender Wissenschaftler im Feld der angewandten Mathematik in der Metrologie auseinanderset-
zen sollte.

Da mein Studium voraussichtlich bereits im April dieses Jahres abgeschlossen sein wird, habe
ich die gliickliche Gelegenheit ergriffen, mich auf eine Stelle an der PTB zu bewerben, in deren
Rahmen ich voraussichtlich im Anschluss an den Abschluss an den Ergebnissen weiterarbeiten kann.
Insofern freue ich mich, dass ich nicht nur erste Praxiserfahrung bei der Erarbeitung wissenschaftlicher
Ergebnisse sammeln, sondern anscheinend auch einen relevanten Beitrag zu aktuellen Entwicklungen

leisten konnte.

A Law of propagation of uncertainty for deep neural net-

works

In this section the foundation for the uncertainty propagation in compliance with the GUM and its
supplements for deep neural networks is presented, which are defined for the rest of this work as

follows:

Definition A.1. [fully connected, feedforward deep neural network (DNN)] Let ¢ € N be the number

4

of layers not including the input layer, n(?, ... . n® € N the number of neurons per layer, (0 ¢

R™ the input vector, h(®: R ]R”(i),i = 1,...,¢ the vector of the activation functions of the

i-th layer and z(®: RV R”(i),i =1,...,/¢ the hidden and output layers’ activations defined as
2@ 20D O (DY = (B o 20 (20Y) i =1,...,¢, (i-th layer’s activation)
where the i-th layer’s affine transformation 2 R 5 R™™ is defined as

200 271y 0 (3670 — 461 4 )

1)
% 7 i—1 .
S0+ et ) it
jzl [RARE)

(i-th layer’s affine transformation)



with weight matrices W = (w,(:z)k:l OB < R and bias vectors b@ € R"” i =1,...,¢.

.....

j=1,..n0
For the sake of readability, we will omit the indication of the argument =Y in the following if it

does not serve the purpose of comprehensibility. Then f: R s R 20 f(2©) defined as

(@) = z®
G (Ww) B~ (Wwfl). M (Wu)x(m X b<1>) S b(H)) +b<z>> (DNN)

J/

z(1)

2(e—1)

R
is called a fully connected, feedforward deep neural network (DNN).

A concrete instance of a DNN with ¢ = 3 layers and n(® = n®) =2 2 = n® = 5 neurons for

the respective layers is exemplified in figure m

Abbildung 1: a schematic view on a DNN with each two in- and output neurons and two hidden layers,

where each connecting line corresponds to one :U,(ffl) and each neuron to one mapping h,(:) o z,(:),i =

1,....3.

For the central definition of a law of propagation of uncertainty suited for neural network appli-

cations, first the notion of a sensitivity matriz needs to be defined.

Definition A.2 (Sensitivity matrix). Let N, M € N,;Q C RY be an open set, x = (z1,...,7x) €
(2 the best estimate of the vector input quantity X = (X;);=;,. n for a multivariate measurement
function f: RN — RM: x — f(x) =y. Let f € CY(Q), i.e. continuously differentiable on €. Then
the sensitivity matrix Cx € R™*Y with respect to the input of this measurement is the JACOBIAN

matrix of the measurement function

Wx) ... 2(x)
Ce=| : . 1 |=sM. (1)
Ou(x) ... 2u(x)



Now a formal definition with explicit requirements for the law of propagation of uncertainties for

real, multivariate measurement models can be presented.

Definition A.3 (multivariate law of propagation of uncertainty). Let N, M € N, C RY be an
open set, x € ) the best estimate of the vector input quantity X = (X;);=1,. y for a multivariate me-
asurement function f: RY — RM: x s f(x) =y and Ux € R} §" the associated covariance matrix.
Let f € C1(Q) and C, € RM*¥ the sensitivity matrix with respect to the input as per Definition @

Then the covariance matrix U, € Rf{ M associated with y is

U, = C,U,CT. (2)

Remark A.4. A neural network as defined by Ell from the perspective of the GUM is a real, multi-
variate, multistage measurement model with the measurement function f as in Definition @, best
estimate 2(?) for the real, vector valued input quantity X©, intermediate vector quantities 2, i =
1,...,¢ —1 and the best estimate () for the vector measurand X®. As such the LPU @ requi-
res continuous differentiability of each layer’s mapping z@: R*“™" — R £ s 20 (20-) =
(R 0 20)(2(=Y) i =1,...,¢ in a neighbourhood of the previous layer’s activations 20~ . As these
in general are not known in advance, the continuous differentiability prerequisite of f implies the
prerequisite of continuous differentiability of each of the (¥ on its entire domain R”(i_l),z‘ =1,...,/

to ensure the applicability of the E

Theorem A.5 (law of propagation of uncertainty for deep neural networks). Let f be a DNN accor-
ding to Definition @, ¢ € N the number of layers in addition to the input layer, n(?, ... n® € N the

n(0)

number of neurons per layer, z(9) = (x;o) > e R"” the input vector comprised of the best estimates
Jj=1 )

of the input quantities X, U, the associated covariance matrix and W i =1,...,¢ the i-th lay-

er’s weight matrix. Further let each activation function h,(;): R—-Ri=1....0k=1,...,n% be

continuously differentiable on R. Then the LPU according to Definition @ can be applied to propa-
gate the covariance matrix U, o) associated with the inputs to compute the covariance matrix U )

associated with the outputs z(® as
-1 .
U, = ( I1 H“—“W“—”) U, ( [[we® H“)) , (LPU for DNN)
=0 ‘

with the diagonal matrices H®

. dnd
HY = diag ( k (z,ﬁz))) , i=1,....,4, (3)
dz k=1, (0

=1,...,

where diag denotes the diag operator for vectors.

Remark A.6. In the notation of the equation (tLPU for DNNb the matrix products must be expanded

in the specified order as matrix multiplication does not commute.

Proof of Theorem @ It is to show that

o indeed this leads to the sensitivity matrices as stated by equations (tLPU for DNN1) and (E),

and




e equation (tLPU for DNNb then provides the outputs’ covariance matrix.

Let f be a DNN as per Definition @ with input layer and additional ¢ € N layers. The applicability
of the LPU @ and equation (ILPU for DNN1) are shown by means of complete induction on the

number of layers, denoted by n.

For n =11t is
21
(hV o Z(l))(x(ﬂ))
1 1
hg ) o 1)

OZl

fa)

(1) (1)

@ © L0

h

As affine map (M is differentiable with constant derivative, thus continuously differentiable on R

with JACOBIAN

Bzil) azg”
8271 an(o)
Jo = - (5)
(1) (1)
an(l) 8zn(1)
o1 an(o)

From equation (Ii—th layer’s affine transformationb

it follows immediately

0% ) b= W i ©
8—%_ ko s —1,...,” ,j—]_, , . (6)
Since hl(:), k=1,...,nM is continuously differentiable on R the composition hg) oz,(cl) is continuously
differentiable on R™” as well with its JACOBIAN being Jh(l)oz(l) = Jh(l)JZ(l) with
k k k k
dn ,
Jhg) = dz (Zk ), k:zl,...,n(). (7)

As all thebe coordinate functions of f are continuously differentiable on R™"” sois f and its derivative

f!, i.e. sensitivity matrix according to Definition @, is

/

ORRNCY
Cx(o) - f, = . = H(I)W(l)’ (8)
hS()n © Zfﬁ)
@ .
where H) = diag (dz,; (z,i”)) " with the diag operator for vectors (Horn & Johnson, 2012,
k=1,....,m

Definition 0.9.1). Now the LPU for multivariate real measurement functions @ can be applied which

provides for the covariance matrix U_q) associated with the neural network’s outputs z(!)

U,0 = C,0 U0 Coy = HOWWDU

(HOWMY = FOWOU o wh" 7O, 9)

10



where HO = HO" was used. Assume now, that the LPU is applicable for each of the n first layers
and U, is the covariance matrix associated with the i-th layer’s activations zV,i = 1,...,n given
by

Ux(i) = Cx(i—nUx(i—an@,l) = H(i)W(i)Uz(i_l)W(i)T]—](i).
For the (n + 1)-th layer it again is

2 — (h(”“) o z(”“))(x(”)) (10)

hgnJrl) o Z§n+1)

- ; . (11)

(n+1) (n+1)
hn(n+1) O 2, (n+1)

Now by the same reasoning as above the LPU can be applied to 2"*") and the resulting covariance

matrix U w+1) associated with the output layer’s activations () g
T

Applying this result to f and replacing the covariance matrices recursively leads to

¢ /—1
U, = H C,e-»U,o H Cf(i) (12)
1=1 i=0
-1 4 T
= (T W)U, ([T 1), (13)
=0 =1
O

B Law of propagation of uncertainty for selected activation

functions

In each of the following subsections, networks with exclusively one distinct activation function are
considered, although the same approach can be readily adopted for networks with varying activation
functions per neuron. Due to the smoothness prerequisite on the activation functions employed (see
Remark @), in the following we consider three continuously differentiable activation functions to
exemplify the application of the tLPU for DNNI.

In particular, as already pointed out we cannot work with the rectifier or ReL U as it is usually

referred to. Nevertheless, the definition will be given here, since in the further course at least a conti-
nuously differentiable approximation of ReLLU will be worked with, namely the so-called (parametric)

softplus activation function.

Definition B.1 (ReLU). The mapping ReLU: R — R, o defined as

ReLU(z) = max{0, 2}, (ReLU)

11



is called the ReLU activation function (or just ReLU) because it transforms neurons in neural net-

works that are equipped with it into rectified linear units.

B.1 Uncertainty propagation for sigmoid activation

The sigmoid activation function is a common choice for DNNs when continuous differentiability is
desired and the output of the neurons should lie in the open interval (0, 1), as in the case of Bernoulli
output probability distributions (Goodfellow et al., 2016, chapter 6.2.2.2).

Definition B.2 (sigmoid activation function). The mapping o: R — (0, 1) defined as

() e’ 1
olx) = = .
14 ex l1+e®

(sigmoid)

is called the sigmoid activation function (or just sigmoid).
Figure E shows the graph of the sigmoid activation function.

1.5
—0

-0.5
-4 -2 0 2 4
T

Abbildung 2: graph of sigmoid activation function for z € [—5, 5]

Proposition B.3 (law of propagation of uncertainty for DNNs exclusively equipped with sigmoid
activation function). Let f be a DNN in the same situation as in Theorem @ exclusively equipped
with the sigmoid activation function o. Then the LPU according to Definition @ can be applied
with H® equal to

HY = diag o(2?) diag(1 — O'(Z(i))), i=1,...,¢,

with 1 := (1,...,1) € ]R"(i), such that for the covariance matrix U« associated with the output

12



layer’s activations (¥ it is

-1 ¢
U, = (H diag o(2“~9) diag(1 — a(z(z’i))) W“’”) U, o <H W’ diag o (2) diag(1 — a(z(i)))) :
i=0 i=1

(LPU for sigmoid DNN)

Beweis. o is a composition of the exponential exp: R — RT: z — exp(z) := e® and the affine func-
tion 1+x, which are both continuously differentiable on R, and 9—10, which is continuously differentiable

on R*. As such, o is continuously differentiable on R with derivative

do e ™ 1 1
T = e = s (17 1) — 0@ - o) (1)

With z,(:),z' =1,....0k=1,...,n% as per (|i—th layer’s affine transformationb and equations (a)

and (@) it is

. do, . - ; ;
HO = diag '~ (=) = diag o (=) ding(1 — 0(=)), i =1,....n".
z

Theorem @ then yields

-1 ¢
U, = (H H(K_i)W(g_i)>Ux<o> (H W(i)TH(i)>
=0

i=1
l

-1
= <H diag o(2“"9) diag(1 — a(z(e’i)))W(z’i)> U, <H e diag o(2V) diag(1 — a(z(i)))> :
=0

i=1

]

B.2 Uncertainty propagation for parametric softplus activation

The second activation function that is considered is a continuously differentiable, parametric version
of the so-called rectifier usually referred to as the (parametric) softplus. Although its deployment
as an activation function is sometimes discouraged, e.g. by (Goodfellow et al., 2016, chapter 6.3.3)
or (Szandata, 2021), there are also use cases where softplus performs better than ReLU regarding
prediction accuracy (Bingham & Miikkulainen, 2022, chapters 5.2, 6.4), stabilization and error rates
in speech recognition (Zheng et al., 2015) and during so-called adversarial training which aims to

raise networks’ resilience against adversarial attacks (Xie et al., 2021).

Definition B.4 (softplus activation function). Let 8 € R, . The mapping softplusg: R — R, defined

as

In (1 + eﬁm)

softplusg(x) = 5 ,

reR, (parametric softplus)

is called the (parametric) softplus activation function (or just softplus).

Figure a shows the graph of the softplus activation function with differing choice of j3.

13



softplus:

4

—— softplus:

2

8 — softplus,

— softplus,
6

=
4
2
0
0 5

T

Abbildung 3: graph of softplus activation functions for 8 € {3, 1,3, 1,2} and = € [-3,7]

Proposition B.5 (law of propagation of uncertainty for DNNs exclusively equipped with softplus
activation function). Let § € R, and f be a DNN in the same situation as in Theorem @ exclusively
equipped with the softplus activation function softplusz: R — R,. Then the LPU according to
Definition @ can be applied with H® equal to

HY = diago(829), i=1,...,¢,

such that for the covariance matrix U, associated with the output layer’s activations (¥ it is

-1
U, = (H diag o(82)W ”)U © <H W d1aga B2t )) (LPU for softplus DNN)
i=0

Beweis. With the same reasoning as in the proof for Proposition @ and the continuous differentia-

bility of the logarithm on R, softplusg is continuously differentiable on R with derivative

d softplusg (2) = iln (1 + 6:81')
dx Cdx 15}
1 Befr (15)
B l4ebe
= o(px),

where again the chain rule of differentiation was used and ¢ is the sigmoid activation function as
per Definition @ With z,(:),i =1,....0,k=1,...,n% as per (Ii—th layer’s affine transformation|)
and equations (a) and () it is

dsoftplusg
FPE G
= diago(329), i=1,...,n".

H® = diag

14



Theorem @ then yields

-1 ¢
U, = <H H“’”W“’”)Um(m (H W(i)TH(i)>
i=0 i=1
-1 ¢ .
= <H diag U(BZ(E_i))W(Z_i)>U$(0)< W@ diag a(ﬁz(i))>.
i=0 1

]

Further investigation of softplusg is justified by the fact that it is a ,smooth approximation® of
the most widely spread activation function in the sense, that in the limit transition from n — oo one
obtains ReLU.

Proposition B.6 (ReLU is the limit case of softplusg).

Bz
lim In (1 +e )

Jim 5 = max{0,x}. (16)

Beweis. First, it is observed that with the product rule of natural logarithm softplusz can be rewritten

as follows

In (1 + eﬂﬂ”)
B
I (651*5‘” + 65"’”)
B
~In (e’ (e7#* + 1))
B
+

softplusg(x) =

In (e_ﬁx

1) +1In (6'833)
B

First let £ > 0. Then it is

Bx —Bz Bz
lim ln(1+e )zlim <ln(e —|—1)+ln(e ))

In (e B*+1 In (P~
I Gty By
. Pz
=0+ lim ==
Bl—>nolo 15}
= z.
Now let 2 < 0. Then it is
In (1 pz
lim n( +e ) o,
B—00 6

as for z < 0 it is

lim In(1 4+ e7*) = In(1 + 0) = 0.
B—00

15



Finally for z = 0 it is

In (1 + €%*
lim —n( re ) = lim In(2)
=0.

B.3 Uncertainty propagation for parametric QuadLU activation

QuadLU emerged in the course of the work on this paper and is first introduced in this work as far as
we know. For some time it appeared that for a GUM-compliant modification of existing methods the
properties of QuadLLU were necessary for an efficient operation. QuadLU is characterised by linearity
over almost its entire domain, corresponds exactly to ReLLU in this range, and fulfils the minimum
requirements for smoothness resulting from the GUM. It is exactly once continuously differentiable,

with little effort required to compute the respective derivatives.

Definition B.7 (QuadLU activation function). Let @ € R,. The mapping QuadLU,: R — R, g
defined as

0, for x < —a
QuadLUq(z) = ¢ =(z + @)?, for —a<zr<a. (QuadLU)
x, for x > «

is called the (parametric) QuadLU activation function (or just QuadLU) in reference to the wide-

spread ReLU activation function El]
Figure @ shows the graph of the QuadLU activation function with differing choice of «.

Proposition B.8 (law of propagation of uncertainty for DNNs exclusively equipped with QuadLU
activation function). Let a € Ry and f be a DNN in the same situation as in Theorem [AE exclusively
equipped with the QuadLU activation function QuadLU,: R — R. Then the LPU according to
Definition @ can be applied with H® equal to

, d dLU, , . )
H® :diagQL(z(l)), i=1,...,¢, (17)
dz
such that for the covariance matrix U« associated with the output layer’s activations 2O it is
—1 ¢
d dLU, , - 7o d dLU, , .
U, = <g diag Qu+ (z“‘”)W“‘”) U, (g woT diag Qu%(z(z))) :

(LPU for QuadLU DNN)
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1.5

1 QuadLU:
1

[_T’ 1
—— QuadLU:
2

— 1

S ~33
e QuadLU1

- ]

’ 4
0 e QuadLU1

I
] __, 8]
-0.5
-1 -0.5 0 0.5 1
T

Abbildung 4: graph of QuadLU activation functions for a € {%, %, %, 1} and z € [—1, 1] with corre-
sponding regions of non-linearity

and the individual components of M given by
0, for z,(f) < —
d QuadLU, (i) . .
QT(IE)— L 11),  for —a<z <a, k=1,...,n (18)
1, for z,(f) >«

Beweis. QuadLU, is piecewise constant, linear or quadratic. Let x € R and let a € R, be fixed.

First the differentiability in the corresponding open intervals is observed. At the transition points +«

it is
. dQuadLU, 1/—« . dQuadLU,
lim ———(z)=0==(—+1) = lim ——
@) = 0= 55 ) = i, @),
and
. dQuadLU, 1 .. dQuadLU,
fip ) = 5 (5 1) = 1=l TR ),

That shows that QuadLU, is continuously differentiable on R with derivative

0, for z < —«
d QuadLU, , .
QT(QU): s(Z4+1), for —a<z<a, i=1....n" (19)
1, forx > «
Applying Theorem @ concludes the proof. [
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