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Vorwort 5

Die Mechanik iat das Paradies der mathematischen Wissenschaflen,
weil man mit ihr zur Fruchi des mathematischen Wissens gelangt.
Leonardo da Vinci, Tagebuch

Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand als Skript zu einer “Mathematischen
Einfahrung in die Konti hanik” fir Math tiker und Physiker an der
Technischen Universitst Berlin, Einen solchen Kurs far diese Zielgruppe zu geben,
war aus zwei Grinden reizvoll:
® zum einen war mit einer vertieften Kenntnis mathematischer Denk- und

Darstellungsweisen und den daraus resultierenden Ansprichen zu rechnen;
¢ wohingegen beziiglich der Kontinuumsmechanik praktisch keine allgemeinen

Vorkenntni 2t den durften.

Es war also das erklarte Ziel, ein physikalisches Teilgebiet “von Null auf”
darzustellen, und dies moglichst in einer axi isch/ math ischen Weise. Die
Qual der {Aus-)Waht'stand somit unter der Maxime: die Grundlagen mdglichst
allgemein und mit der zum Verstdndnis ndtigen Ausfuhrlichkeit. Fiir weiterfithrende
Spezialtheorien blieb dagegen kein Platz mehr und muB auf die Literatur verwiesen
werden.

Inzwischen wurde der Kurs mehrmals abgehaiten, das Skript hat sich zu einem
Buch gemausert, viele Erfahrungen und Erkenntnisse sind eingegangen. Far eine
kompakte Einfiihrung ist es fast schon zu lang, obwoh! dem einen oder anderen
sicherlich auch noch manches fehlt.

Da die Entstehung dieser Arbeit viele Jahre wahrte und manche Vorgénger-
arbeit eingeflossen ist, bin ich vielen Kommilitonen und Kollegen zu Dank fur Hilfen,
>.=~.mu::nm=. itik usw. verpflichtet. Besonders gilt dies fiir die Herren Martin
Braggener, Rainer Sievert, Ekkehard Tjaden, sowie Gerd Brunk (Kraftkonzept), Kurt
Kutzler (Funktionalanalysis), David Owen (Materialtheorie)) Udo Poh!
(Kraftkonzept), Roif Ehlers und - last but not least - meinen beiden verehrten
Lehrern, Rudolf Trostel und Arnold Krawietz, deren mechanische “Handschrift” - so
hoffe ich - an vielen Stellen erkennbar sein wird. Fir Hilfen bei der technischen
Ausfihrung sei den Kolleginnen isa Ottmers und Gisela Schmidt herztich gedankt.

A.B. Berlin, Mai 1989
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§1 Einleitung 9

--- 80 unterscheidet man dermuassen zwischen der
Mechanik und der Geometrie, dass man alles Genaue 2ur
letztern, alles weniger Genaue zur erstern zahit.

ISAAC NEWTON:

alis principia ica, 1687

1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wurde der Versuch unternommen, eine allgemeine
Kontinuumsmechanik auf axiomatische Weise zu entwickeln. Obwohl es sich dabei
um ein “klassisches” Gebiet handelt, das sich obendrein nach ganz besonders fiir
eine mathematische Darstellung eignet, gibt es fir unser Vorhaben nur wenige
geschlossene und allgemeine Vorarbeiten, trotz der unlibersehbaren Fille von
Einzelarbeiten. Die Biicher von WANG/ TRUESDELL und MARSDEN/ HUGHES kénnen
im gewissen Umfang als Vorbilder gelten, obwohl sie sich auf den speziellen Fall
einfacher elastischer Medien beschranken. Und so epochemachende Arbeiten wie
die von TRUESDELL/ NOLL setzen eigentlich erst da ein, wo unsere Darstellung
aufhért: bei der Formulierung von Materialgleichungen. NOLL (1974), GURTIN
(1972), TROSTEL (1981, 1982) u. a. haben zwar immer wieder in kieineren Arbeiten
axiomatische Ansitze vorgeschlagen, sie aber nie zu einer Gesamtdarstellung des
Gebiets ausgearbeitet. Diese Arbeit ware nicht so geworden, wenn es nicht die
Arbeiten so groBartiger Wissenschaftler wie den genannten und vieler weiterer
gegeben hitte.

Wenn wir unser Vorgehen als axiomatisch bezeichnen, so soll dies den

Anspruch ausdriicken, die Mechanik wie eine mathematische Disziplin behandeln zu
wollen, d. h. die Annahmen als Axiome klar zu benennen und danach nur noch mit
mathematisch-logischen Mitteln zu deduzi DaB dieses Vorgehen auch fir eine

i haft ang sein kann, zeigt uns die Geometrie: die Natur ist der
Gegenstand, die Methoden und Modell jedach sind h i

+
atur

In den 300 Jahren seit NEWTONs obiger Feststellung hat sich quantitativ viel
éndert: die G isierung der Mechanik ist weit fortgeschritten. Dazu soll mit
diesem Buch ein weiterer Beitrag geleistet werden.
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Die grundlegende Schwierigkeit eines axiomatischen Vorgehens ist die
Auswahl der grundlegenden Konzepte und Axiome. Nach HAMEL (1949) miissen
Axiome

1) widerspruchsfrei,

2) ausreichend,

3) voneinander unabhéangig,

4) nicht mitden mlmrqgrmnmﬁmnzmz im Widerspruch stehend
sein. Daneben stehen aber noch didaktische Zielsetzungen: die gr
Konzepte sollen empirisch erfahrbar, die Axiome mdglichst einfach und anschaulich
ausgewishlt sein. Aber oft ist es gerade am schwierigsten, das Einfachste zu finden!
Im Vorliegenden handelt es sich lediglich um einen Versuch, ein axiomatisches
System zu konstruieren, dafB diesen Anforderungen geniigt; das Ziel ist sicherlich
noch nicht erreicht. Ich méchte die Leser an dieser stelle auffordern, ein wﬂ_nx auf
dem schwierigen, aber interessanten Weg zu diesem lohnenden Ziel mitzugehen
und ihn weiter zu erkunden. Selbstverstandlich bin ich an Anregungen und Kri
der Leser interessiert.

1. d.

Es wurde auf allen Stufen der Entwickiung die minimal art angestrebt: die
R4ume gerade :5 soviel Struktur zu mablieren, wie bendtigt wird, und b d
darauf zu achten, ob die Strukturen auf natirliche Weise gegeben sind oder
willkarlich und kiinstlich eingefihrt wurden. Im letzteren Faile muB die Invarianz der
weiteren Ergebnisse gegen den Wechsel dieser Wahl sichergestelit werden.

Ein Beispiel hierfur sind die Beobachter: Wir beschreiben die Kinetik in
beobachterabhangigen GréBen. Da aber alle Beobachter gleichberechtigt sind und
keiner ausgezeichnet den soll, den wir uns viel mit Invarianzen unter

Beobachterwechseln beschaftigen miissen, um letztlich eine objektive Theorie 2u
erhalten.

Anders verhilt es sich mit den Bezugsplazierungen. Ihre Benutzung war friher
Gblich und ist auch heute noch weit verbreitet. Da auch sie willkiirlich ausgewahit

den, B wir u hen, welche Folgen diese Wah! hatte. Nach einem
Vorschiag von NOLL (1972) 138t sich jedoch die Theorie auch a priori ohne
lazierungen formuli (soq. intrinsische Beschreibungsweis , Kap. 7}, was

jene Untersuchungen entbehrlich macht.

Unsere Darstellung beginnt mit einer Zi llung der Er.. gsten
ischen Handwerl Jge, im wesentlichen aus der linearen Algebra,

h
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Geometrie und Analysis. Dies soll zur semantischen Vereinheitlichung dienen; far
konsistente Darstellungen der verschiedenen Gebiete muB auf entsprechende
mathematische Spezialliteratur verwiesen werden. Der mathematisch gut vor-
gebildete Leser kann diesen Teil zum Nachschlagen der Bezeichnungen benutzen
und sich gleich auf die Physik des Il. Teils stirzen.

Durch die Bereitstellung der Riume und Strukturen kdnnen dort viele
Definitionen in geradezu lakonischer Weise formuliert werden. Beispiel dafiir ist die
Definition des materiellen Kérpers im Kapitel 6, die so nur méglich ist, weil wir
bereits im Kapitel 4 die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten eingefiihrt haben.

Gegenstand der Mechanik ist das raum-zeitliche Verhaiten von materiellen
Korpern. Da in der nicht-relativistischen Mechanik Raum und Zeit voneinander
unabhangig sind, kénnen wir uns mit beiden Konzepten nacheinander beschaftigen
und sie anschlieBend kombinieren (s. Kap. 9).

Die raumlichen Darstellungen fuBen auf der Euklidischen Geometrie. Der Raum
wird als dreidimensionaler Euklidischer Raum identifiziert, in den der Kérper
eingebettet wird. Damit kénnen wir Deformationsgeometrie auf dem Ké&rper
betreiben.

Die Einfuhrung der Zeit erfolgt im Rahmen der klassischen Chronometrie als

eind ionaler orientierter Euklidischer Raum.

Fir die Verkniipfung von Raum und Zeit im Konzept des Raum-Zeit-
Kontinuums erweist sich der mathematische Begriff eines Bandels als passend, der im
Abschnitt 4.2 dargestellt wurde. Um im Raum-Zeit-Kontinuum Kinematik zu
betreiben, bedarf es allerdings noch des Beobachters, einem zentralen Begriff auch
in der folgenden Dynamik.

Wir gehen zuniichst von der Kinematik bewegter Punkte aus, die wir in einem

Schritt verallg inern zur Ki ik bewegter Kérper (Feldformulierung)
(Kap. 10). Damit sind wir in der Lage, das Grundproblem der Mechanik zu
formulieren: die Bewegungen eines Korpers in physikalisch mogliche und
unmdgliche einzuteilen.

Dafiir erweisen sich die kinematischen Konzepte als unzureichend. Es bedarf
mindestens eines weiteren grundlegenden Konzeptes. Wit haben uns dabei fur die
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Arbeit (oder Leistung) entschieden (Kap. 11). Damit gelangt man zu ganz anderen
Argumentationsketten als iiblicherweise, wo das Kraftkonzept am Anfang steht. Die
Ergebnisse erweisen sich natdrlich als dquivalent.

Wir fihren die Arbeit ein als Funktional der Bewegungen von K&rpern. Damit
schlieBen wir auch inelastische, sog. gediachtnisbehaftete Medien in groBer
Allgemeinheit mit ein. Es wird axiomatisch gefordert, daB eine Bewegung dynamisch
maglich ist, falls die geleistete Arbeit objektiv ist. Somit wird sozusagen der
objektive Teil unserer (sonst sicherlich sehr subjektiven) Theorie in Relation zur
physikalischen Wirklichkeit gebracht. Zu diesem Zweck wird der Begriff der Leistung
verallgemeinert zur virtuellen Leistung, einem Hilfskonzept, dessen willkirliche
Wahl spiter wieder relativiert jen kann. Im g Kapitel 11 den ibrigens
grundsétzlich dynamisch mégliche und dgliche gungen behandelt. Es ist in
der sonstigen Literatur leider weit verbreitet, sich in der Beschreibung schnell suf die
maglichen ungen einzuschrinken und damit die Entscheidungsfahigkeit
zwischen mdglich und unmdglich aus der Hand zu geben. Dies geschieht
insbesondere mit dem Drallsatz, der fiir non-polare Medien mit der Symmetrie des
Eulerschen Sp gstensors enfillt. Wird dieser grundsatzlich als
symmetrisch angesetzt, so degeneriert der Drallsatz als ein Kriterium dynamischer
Méglichkeit von Bewegungen zu einer Null-Aussage.

Wenden wir unsere Ergebnisse exemplarisch auf den starren Kdrper an, so
erhalten wir die Eufersche Kreiseltheorie (Abschnitt 11.2).

Um die bis jetzt globalen dynamischen A gen in lokale um deln,
benutzen wir im Abschnitt 11.3 an zentraler Stelle einen Rieszschen Darstellungssatz
iber stetige lineare Funktionale auf Sobolev-R3umen aus der Funktionatanalysis.

Da sich dieser Aufbau der Dynamik erheblich von anderen Darstellungen
unterscheidet, erfolgt eine vergleichende Diskussion des Vorgehens am Ende des
Kapitels 11.

Den dritten und letzten Teil nimmt die Materialtheorie ein. Hier wurde als
Rahmenordnung die Theorie der materiellen Systeme (BERTRAM 1982) gewihlt, die
aus NOLLs Neuer Theorie einfacher Materialien (1972) hervorgegangen ist und als
die allgemeinste und vielleicht auch einfachste Rahmenordnung gelten kann. Sie
schlieBt praktisch alle anderen vorgeschlagenen Rahmenordnungen der Mechanik
und Thermodynamik mit ein und kann auch leicht fiir andere Gebiete sals das

L I
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5 " 4
vor ver d

: \ . Da lediglich die Begriffe (intrinsische) Spannungen
und Konfigurationen benutzt werden, kann man diesen Teil des Buches auch separat
studieren.

Grundlegende Konzepte der materiellen Systeme sind: Prozesse als
zeitabhdngige Trajektorien im Raum der unabhangigen Variablen (hier:
Konfigurationen) und Materialfunktionale van Prozessen in die abhingigen
Variablen (hier: Spannungen). Damit 138t sich der 2 Js eines Sy als
abgeleitetes Konzept entwickeln, indem alle wichtigen Erinnerungen eines
gedichnisbehafteten Materials isoliert werden {Kap. 13).

Das Konzept materiefle isomorphie dient zum Vergleich verschiedener
materieller Systeme (Kapitel 14), wihrend die materielle Symmetrie eine wichtige
Eigenschaft derartiger Systeme formalisiert (Kap. 15).

Die topologischen U hungen des Zustand von Kapitel 16 werden
dafiir benutzt, um Relaxation zu beschreiben. Damit ist man dann in der Lage, die
Theorie der Geschichtsfunktionale, die immer noch sehr weit verbreitet ist, in die
vorliegende einzubetten (Kap. 17).

innere 2 bedingun, iel

9 P

i u u eine wichtige Rolle fur die
Lésungsmdéglichkeit und diirfen deshalb in einer Einfihrung nicht fehlen (Kap. 18).

Die Darstellung wird beendet mit der Formulierung des aflgemeinen Rand- und
Anfang tproblems der Ki hanik (Kap. 19).

Hier sollte sich die Lektare weiterfihrender Literatur anschlieBen.

Am Ende des Buches findet man noch
. eine Erlduterung von Dimensionen und Einheiten physikalischer GréBen,
. das Literaturverzeichnis (in alphabetischer Reihenfolge),
. eine Liste der wichtigsten verwendeten Symbole und Zeichen,
. ein Register der wichtigsten Begriffe und die Stelle ihrer Einfiihrung.
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1.1  Folgende Bezeich und Schr

g werden haufig benutzt:
Axiom oder Annahme
Definition
Satz oder beweisbare Aussage
Beweis
Beweisende
odernur 1 Identische Abbildung einer Menge M
natarliche Zahlen
reelle Zahlen
»' positive reelle Zahlen

wwo>

R nicht-negative reelle Zahlen f
C* Klasse der k-mal differenzierbaren Funktionen
xr r-faches kartesisches Produkt
flv Einschrénkung einer Funktion f auf V
v fiir alle”
a “es existiert”
fg Hintereinanderschaltung von Abbildungen (erst g ,dann 7)
= definitorische Gleichheit
N *wird hier identifiziert mit*
= kananisch isomorph

Die Bezeichnungen f und f(-) fur Funktionen sind synonym.

Der Ubersichtlichkeit halber wurde davon abgesehen, alle Gleichungen zu
numerieren. Lediglich die wichtigsten haben Namen bekammen, z. B. "EGF” for
Eulersche Geschwindigkeitsformel. Die A DS den kapitelweise
durchnumeriert. So bedeutet z. B. “A 11.17 das 1. Statement - in diesem Fall ein

Axiom -im 11. Kapitel.

Insgesamt groBgeschriebene Autorennamen wie z. B. "EINSTEIN" sind im 1
alphabetischen Literaturverzeichnis am Ende des Buches aufgefiihrt. Sind von einem
Autor mehrere Arbeiten angefiihrt, so wird - falls erforderlich - noch zusétzlich das A
Erscheinungsjahr angefithrt, z. B. “NOLL (1972)".

Teill: Mathematische Propadeutik

Empfohfens Literatur: BOWEN/ WANG, CHOQUET/ DE WITT/ DILLARD, FLEMING, LOOMIS/
STERNBERG, NOLL (1987)

2, Lineare Abbildungen

Empfohlene Literatur: DE BOER, FLEMING, GREUB, HALMOS, HOLMANN, BOWEN/ WANG

In diesem Kapitel sollen die Grundbegriffe der linearen und multilinearen Algebra
kurz eingefiihrt werden.

Im weiteren sind V;, Vs, V;, ... endlich-dimensionale reelle lineare Rdume oder
der Di ion dimV;= n; € N (zundchst ohne inneres Produkt). Die
geder T oder i bbildungen von V; nach V; bezeichnen wir mit

LintV,.Vy :={ A:V;— V;|linear}

(s. Auflistung auf Seite 28). Die Verk fung oder Hintereinanderschal

P

zweier linearer Abbildungen A € Lin(V,,Vo) und A € Lin(Vy,Vs) sei A A, € Lin(Vy.Vy),
so daB

AAW:=AAW) vvel),

d.h.eswird erst A auf v angewendet und anschlieBend A, auf das Ergebnis.

Auf Lin(Vy,Vp) fuhrt man auf natirliche Weise eine lineare Struktur ein, in dem
man die linearen Operationen wertweise vollzieht:

(@A +A) (V) ;= aA (V) + A(V) YveV,, VaER.

Damit bildet Lin(V,,Vy) einen linearen Raum der Dimension n,» .Wir bezeichnen
die Identitst auf einem Raum oder einer Menge V mit 1. Sie ist fir lineare R&ume
aus Lin(V,V) . Die Isomorphismen zweier Vektorrdume sind die invertierbaren
linearen Abbildungen

1so(V1,Vy) := { A:V;~ Vy|linear, 3 A € Lin(Va,Vy) mit ATA =Ty, und A A" =1y, }

Diese Menge ist nur dann nicht leer, wenn dimV) =dimV; ist.
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Betrachten wir den Spezialfall V; = V; =: V, so bildet die Menge der
Endomorphismen Lin(V,V) eine {nicht-kommutative) Algebra, indem wir als
Multiplikation die Verkniipfung einfOhren. Die Menge der Automorphismen
AuttV}:= Iso(V.V) c Lin(V,V)ist kein linearer Unterraum von Lin (V,V}, aber eine
Gruppe beziiglich der Verkniipfung (ailg ine lineare Gruppe”).

Der Dualraum V* eines Vektorraumes V ist definiert als die Menge der linearen
Funktionale

V*: < Lin(Vm)

und tragt seinerseits eine lineare Struktur derselben Dimension wie V
Man kann den Dualraum (V*}* von ¥* auf natirliche Weise mit V identifizieren,

indem man fir ¢€ V und k€ V*

i) 1= k(e
setzt. Dies soll durch die Schreibweise

<k, t>:= k() = t{k) =: <t,k>

ausgedrickt werden.

2ZweiBasen {t} c V und {k=} c V* werden dual genannt, falls gilt:

) s gmia 1 foriz=m
<tj hm> 5 §m: o foriem.

Zu jeder Basis existiert eindeutig eine duale Basis, deren Verwendung die Rechnung
oft stark vereinfacht.

Wir definieren das Tensorprodukt {oder dyadische Produkt) @ zwischen te¢ V und
kevy

t@k € Lin(V,\)
durch

1®k(v) = <k,v>t vvéeV
Lineare Operationen zwischen Tensorprodukten kdnnen wertweise definiert
werden, indem man fiir alle v ¢ V setzt
(t:®k! + atz®k2) (v) 1= <k!,v>i; + a <k, voip
Vi, €V, VI, k2¢V*, VacR

in der Tat lassen sich alle Tensoren A€ Lin(V,V) nach Wahl zweier Basen {1} ¢ V
und {k»} c V* eindeutig als Linearkombi von Tensorprodukten

§2 Lineare Abbildungen 17

A = iy t;®km

1 - <

reprasentieren, wobei wir uns der § { Ober i und m)
bedienen. ai,, sind reelle Zahlen, die man in einer n x n-Matrix anordnen kann,
wobei n = dimV ist. Umgekehrt stellt jede n x n-Matrix bez. {t;} und {km} einen
bestimmten Tensor dar.

Die 2 Elemente t;@km bilden also eine Basis {t;®km} in Lin{V,V} . Die Zahlen qi,
sind die Komponenten van A bez. dieser Basis.

Analog den die folgenden Tensorprodukte definiert:
k®t  €LinV*.V*), teVund ke v*
4@ty €linV* V), o€V
kI®Kk? € Lin(V,v*), ki, k2 eV*

sowie deren jeweiligen Linearkombinationen.

Betrachten wir den zu Lin(V*,V) dualen Raum

Lin*(V*\) :a Lin[tingv*,v),R] ,
so kdnnen wir diesen identifizieren mit
Lin(v,v*) .
Seien namlich
6 ®t € Lin(V*,V)
und
K'®k? € LinV, V"),
so kann man die skalarwertige Abbildung
<kIDUS, (t;@tz)> 1= <ki,ty> <k?,tg>

indem in runden Kl n stehenden A n linear auf Lin(V*,V) erweitern.
Dasselbe gilt, wenn wir statt k’@k? Linearkombinationen von Tensorprodukten aus
Lin(v.v*) nehmen.

Ebenso lassen sich konstatieren:
Lin®(V,V*) = Lin(V*, V)
Lin*%V,V) = Lin(V*.v*)
Lin*(V*,V* = LingV,V)
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Ein ausgezeichnetes Element aus Lin*(V*,v*) istdie Spur; sie leistet fiir alle
A=auikm®t € Lin(v*,v*)
spA = splagi kmOL) i= apt <km, > .
Sie soll analog in Lin*(V,V) definiert werden
1p(t®k) := <t, k> = <k,t> = sp(k®t) ,
nichtjedoch auf LintV,V*) oder Lin(V*V).

Wir k&nnen auch Tensorprodukte einfahren, z. B.

®k €linV, Vo) mit ke V)" teV;y
durch 4
tOK(V) =<k, v> t VvéV;. {

Dies fubrt zu Tensoren

A = aiy, ;®km € LintV, V) ,

wobei die Komponenten in einer dimVzx dimV,-Matrix angeordnet werden kdnnen,
die nur in Sonderfsllen quadratisch ist. Wegen dieser Darstellung wahlt man far
Lin(V,,Vs) auch die Schreibweise als Tensorprodukt zwischen Vektorrdumen

Va@V,* .

Betrachten wir in \
dualen Raum

denzu Lin(V,Vy

ung des vorher g

Lin*(V,,Vp = Lin[LintV,Vy).R] ,
so kdnnen wir ihn identifizieren mit Lin(V,*,V;*) . Seien némlich
ta®k! € Lin(V,,Vy)}
und
k2@t € LinfVy*. V")

mit

eV, eV, KeV*, kel ,
so kann die Abbildung 1

<k2®t;, (ta®ki }> 1= <kd,te> <k!, ;>

auch linear in dem in runden Kl n stehenden Arg erweitert werden.

]
{
Wir verallgemeinern nun den Begriff der Dualitét von linearen Réumen aufden
von linearen Abbildungen:
Sei A €Lin(V,,V;),s0 ordnetman A eindeutig die duale Abbildung _

A*elin(Vo*,V;*) zu durch die Vorschrift '
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<ty A*(k2)> 1= <Alty), k2> VeV, ¥ ke

Fiir einfache Tensorprodukte bildet man die Duale durch einfaches Umdrehen:

A = H®k! ®  AY= KBt
Fr Tensoren )
A = ai, ®kim € Lin(V1,Vy)

iert man mit der Definitionsgleichung von A* die D g

A* = ai, kind®ty;,

d.h. die Komponentenmatrixvon A* bez. { kim® ty;} ist gleich der transponierten
von A bez. {t5®k/m}.

Wir wollen einen Spezialfall gesondert betrachten:

Fiir
V= Vo*=: V

ilt:
g AelinVVh e ATelinvyvh,

folgendes ist dann mdglich:
A= A",

A heiBt dann symmetrisch. Wir bezeichnen mit
Sym(V.v*) :={ A € LintV.V*") | A = A" },

was ein linearer Unteraum von Lin(V,V*} ist.
Ein A€ Lin(V.V*) heiBt positiv-definit, wenn
<At) 2> > 0 viezo €V

Die Menge der positiv-definiten und symmetrischen Abbildungen sei Sym*(v.v*)

Gilt hingegen fr ein A € Lin(V.V*) :
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A = =AY,

s0 heiBt A antimetrisch {oder schief-symmetrisch). Wir schreiben fiir die Menge, die
einen linearen Unterraum biidet,

Skw(V.,V*) := { A € Lin(V,y

|A=-A*}.

Die vorigen Definitionen lassen sich analog auf Lin(V*,V) einfihren, nicht jedoch
auf Lingv,V) oder Lin(v*,V*) .

Far die Endomorphismen Lin(V.V) kénnen wir Eigenwertprobleme betrachten:
Ein Eigenvektor v=o € V und der zugehorige Eigenwert A ¢ R eines Tensors
A € Lin(V.,Vsind definiert als Losung der Gleichung (falls existent)

Aly) = Av.

Man sieht, daB mit v auch jedes von Null verschiedene skalare Vielfache von v
Eigenvektor zum selben Eigenwert ist. Aquivalent zur obigen Gleichung ist die Form

(A-2I)V) = o .

Schreiben wir diese Gleichung komp ise b lich dualer Basen {t}¢ V
und {k=} € V* auf, so erhalten wir ein lineares h g Gleichungssy inden
Komponenten van v

(aim - ABin) vm = 0,

i=1,..,n = dimV , dasnurdann Ldsungen verschieden von Null hat, wenn die
Determinante der Koeffizientenmatrix

al; - A aly alg al,
ak; afz - A a% a2,
axy ang any amy - A

[y S
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Null wird, was dem reellen problem eines Poly von a-tem Gradin A ,
der charakteristischen Gleichung

GNr 1, AT+, Ne2e . +N, = 0

entspricht. LieBe man auch komplexe Wurzeln zu, so ist deren Existenz grundsitzlich
gesichert. Die Koeffizienten 1,11, ..., N, sind wie A von der Wah! der speziellen
Basen {t} und {km} unabh#ngig und heiBen deshalb Hauptinvarianten von A.

ist gleich der bereits erwahnten Spurvon A . Sie berechnet sich als Summe der
i lelemente der K: ixvon A

|, =8spA =al; + a2 + .. + an, .

A

Die letzte Haup iante N, heiBtD des Tensors, weil ihr Wert gleich
der Determinante der Komp it trix [aiy] ist. Die Determinante ist
multiplikativ:

det{AB) = detA detB .
Die Abbildungen A mit |[decA} = 1 bilden die unimodulare Gruppe
Unim(V):= { A € UnVV) | ldetA] =1} c AuttlV),
deren Untermengen mit positiver Determinante
Unim*(V) := { A € Lin(V,V) | detA=1}

die spezielle lineare Gruppe ist.

far den wichtigen dreidimensionalen Fall mit der charakteristischen Gleichung

M MDA, =0

gelten folgende Ausdricke:
I, =spA=aly +afa+ a5 =M +Aa+ Ny
11, = $lep?A - ep(AA)]
= alja?y - a'2a? + agaly - 02309y + aVsalf - @lga’;
= hedz + AgAg + MMz
), =detA = M Az Ag

= ol (a%p0% - a230%) - alp a2y ads - 023a%y) + aly la?ra% - oy aly)
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Ist A ein End phi eines n-dil ionalen Raumes V mitden
Hauptinvarianten 1, 11,,...,N, 50 giitdie Gleichung von Cayley-Hamilton:

(-AN+ 1, (-A)L + . +N, Ty = Oy

wobei Al die i-fache Verknapfung von A bedeutet, und oy der Nulltensor auf Vist.
Im dreidimensionalen Fall erhalten wir die Version

AT UL AT, A, Ty = Oy,
und, falls A invertierbar ist,

SATH 1 A-I, Iy

WA= 0y

Diese Gleichungen werden haufig dazu benutzt, hahere Tensorpolynome in solche
niedrigeren Grades zu verwandeln.

2.1 Tensoren hdherer Stufe

Die bisher betrachteten Tensoren aus LifV,V) bezeichnet man auch als Tensoren
2. Stufe. Man kann sie aber auch auffassen als Elemente von Lin(V*x V,R) , indem
man setzt fir A = ai, t;®k™

Alv,W) 1= ain <tj,v><km,w> YveVivweV.

Diese Darstellung I8t sich verallg inern auf Te vom (p,q)-Typ mit p.g=0,
indem man das dyadische Produkt generalisiert zu einem (p + ¢) -fachen
Tensorprodukt

A = alidpgy , 700 ... @, OkImOLI® .. @kar
¢ Lin[(®rV)®(8eV) , BR] =: (@ VI®(®eV"),
mit ¢; € V und ki € V*,s0dafl

AVI® ... OWO W@ ... 8wy
= Bk, <byiy V> <tgj V25 . <ty vP> <kim, wy> <kin, wys ... <ker, wo>
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mit w; € V und vi € V*_Dielinearen Operationen, wiederum wertweise definiert,
machen aus den Mengen Lin[(®@sV*)9(@¢V), R] lineare Réume.

Besonders wichtig sind die Tetraden aus Lin[(8*V*)®(@'V).K] , die man fir zwei
Basen {t} und {w} folgendermaBen darstellen kann:

A = aiy HOLOKLRK! .
Ihre besondere Bedeutung erwiichst aus der Tatsache, daB sie auch als die linearen
Abbildungen zwischen Tensoren 2. Stufe aufgefait werden kénnen
A € Lin[Lin(V*.V), Lin(v*. V)]

gemaB
A(w;®ws) 1= aby ;O <kk, wi> <ki, wg> Y wi€V,

und fiir Linearkombinationen entsprechend.

22 Bilinearformen und innere Produkte

Eine Bilinearform G ist eine Abbildung
G: VxV - B,

die in beiden Argumenten linear ist. Sie heiBt

» symmetrisch, falls G (w,v) = G(v,u) firalle u,ve Vist;

= positiv-definit, falls G (u,u) firalle u = o € V positivist.

Eine positiv-definite symmetrische Bilinearform nennt man auch inneres Produktvon
V (was weiter unten gerechtfertigt wird).

DerZ g zu den li 1 Abbildungen des vorigen Abschnitts wird
durch falgenden Satz hergestellt: Jedem inneren Produkt entspricht eineindeutig
eine positiv-definite symmetrische Abbildung aus Sym*(V.V*) . Sei némlich G eine
solche, so ist die Operation

<G(:),->: ¥xV - B

sicher in beiden Argumenten linear. Die obigen Symmetrie- und Definitheits-
Definitionen fallen mit denen des vorigen Abschnitts zusammen.
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Daalle G € Sym*(V,V*) linear und invertierbar sind, kann man sie benutzen, um
einen linearen Raum mit seinem Dualraum V* zu identifizieren, weil G dann auch
invertierbar ist. Damitist G a 1y s Iy» , und man schreibt

<m, v = <GU)v> = <u,GV) > Yu,veV

fiir das innere Produkt. Wir werden den Suffix G weiterhin weglassen, wenn klar ist,
auf welches inneres Produkt man sich bezieht.
Betrachten wir nun zwei duale Basen {k/} und {¢} eines Raumes mitinnerem
Produkt, so kdnnen wir einen Kovektor ! bez. der Vektorbasis {t} ausdriicken
ki = gimty ,
und es folgt fiir die Komponenten

gim = gnl = <ki,km> ,

die kontravariante Metrikkoeffizienten genannt werden. Analog definiert man die

kovarianten als
Bl = Bim = <imatr>,

sodaB3
tn = gmi ki .

Es gilt

Fom 8™ = B,
d.h. die Matrizen der Metrikkoeffizienten sind invers zueinander.
Die Identitdt G s Iy « G hat folgende Darsteliungen
denn Iy = gim 4Bt = gim ki@km = 1,0kn = k@i, ,
Iy(k) = km®t, (k) = km <ty ki> = km 8, = ki
Sei v ein Vektor mit den Darstellungen bez. dualer Basen
veumt, = ki, |
so kénnen wir die eine in die andere Gberfilhren durch die identische Abbildung in !
einer geeigneten Reprisentation, z. B.
Iy(v) = gm 6@t (vr k) = g tmvy < k!> = gmi oy Bt = g™ vy by . !
Durch Komponentenvergleich erhalt man die Regel
um = gmil y; | |

Analog ergibt sich

v = gim oM. .

s
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Genauso kdnnen wir jeden Tensor T € Lin(V,V) durch seine kovarianten,
., gemischt ko-k -avari und gemischt kontra-kovarianten

Komponenten darstellen:
T = tlm @ty = £ KIOkm = I, 4®km = ¢m ki®t,,.
Man stellt auch hier dhnliche Transformationsregeln fest:

tim = 8 m =8y 0 Gam = IP G -

Wir nennen eine Basis {e;} in V Orthonormalbasis, wenn gilt

< &,8 > =

Sie fallt mit ihrer dualen Basis zusammen.
Ein inneres Produkt G induziert eine Norm auf V durch
Jul: = V< u,u>

und eine Metrik oder einen Abstand auf V durch

dlu,v): = Ju-v] ,
womit V neben der linearen nun auch eine metrische Struktur tragt. Als Winkel ¢
zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren u und v definieren wir die Lésung
der Gleichung
<u,v>
Tulivi

zwischen 0 und #. Man kann das innere Produkt und die Norm von V sofort auf

Py 5

beliebige Tensorprodukte van V hochheben. Seien P

cosd =

A = ai-l e;@0;®..Re;, B = bi-f 0;@e;® .. B

die Darstellungen von Tensoren der Stufe p bez. einer Orthonormalbasis {e}, s0
sind

<A, B> := afid bid

ein inneres Produkt und
IAf:= V<A, A5 := Vil
eine Norm (Summe {iber alle Indizes). Es gilt inshesondere fir Tensoren 2. Stufe der
2usammenhang mit der Spur:
<A,B> = sp(A B*) = sp{A¥ B) .
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Ist A € Lin(V,,Vy) und somit A* € Lin(Vz*.V, # ,und sind G; innere Produkte auf
V; , so wird die Abbildung
A = Gt AY Gg: Vo = V)
als adjungierte ild bezeichnet, und dies f4lit mit unserer Definition einer
dualen Abbildung vom vorigen Abschnitt zusammen, wenn man G; als
Identifikation von V; mit V;* auffaBt.

Gilt zudem A” = A, so heiit A orthogonal . Die orthoganalen Abbildungen sind
deshalb wichtig, weil sie die lsomorphismen der Inneren-Produkt-Raume sind. Denn:

<u,v g = < Au),AW) >q, Yu,veEV;

Dies ist aquivalent zur Bedingung

G = A* Gz A,
oder, wenn wir die inneren Produkte wieder als Identifikation auffassen, mit

Iy, = A* A
ader mit

I, = A A

Forden Spezialfall V; = V; =: V bildetdie Menge der orthogonalen
Abbildungen eine Untergruppe der aligemeinen linearen Gruppe Aut(V) ,die
sogenannte orthogonale Gruppe Or(V) . Sie enthalt die Gruppe der
orientierungstreuen orthogonalen Abbildungen Ort*(V) mit positiver
Determinante, die spezielle orthogonale Gruppe. Sind auf V verschiedene innere
Produkte in gebrauch, so muB angegeben werden, auf welches sich die
Orthogonalitat bezieht. Wir schreiben dann .

or(v,G) :={A ¢ AuttV)|A* GA=G}.
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AufRéumen V mitinnerem Produkt nennt man die duale Abbildung A* zu einem
A € Lin (V.V) auch transponierten Tensor. Fiir solche Riume gilt der ndtzliche
Spektral-Satz

Fur sy en_ A ¢ Sym (V.V) auf innerem Produktraum V
existieren generell n (nicht notwendig verschiedene) reelle Eigenwerte A; und »
orthagonale und normierte Eigenvektoren v; (< v, v; > = 8;) ,50daB A die
Spektraldarsteltung

d 1
phi

a
A= M A, v @y,
besitzt. =1

Betrachten wir jetzt noch Hintereinanderschaltungen von Automorphismen:

Seien
Ly, Lg,..Ln € AUl(Y) |

so kann man daraus ein
L:= Lp... La L) € Aut(\)
hintereinanderschalten. Es gelten
L* = L1* Ly* ... Lp*
und
L’ = Ly Ly’ ... Ly

L* = (L) = (LA = (L) o (L") (L)

und
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Obersicht Giber die Bezeichnungen

Bezeichnung Definition Eigenschaft
Lin(Vv,. Vo) 1= {(A: V) Vy|linear } finearer Raum
Homomorphismen
Iso(V,,Vz) := { A € Lin(V; Va)|invertierbar } offene
Isomorphismen Untermenge
i i Algebra {nicht-
Limv,\) Endomorphismen gebra el
Aut(V) := Iso(V.V) Automorphismen,
altlgemeine lineare Gruppe Gruppe
Sym{v.,v*) :={A ¢ LinVy|a=2a"} linearer Raum
symmetrische Abbildungen
Sym*(V.V*} := { A € Sym(V,V*)| positiv definit }
innere Produkte
SkwiV, V") :={A € LinVV*)|A = -A*} linearer Raum
antimetrische Abbildungen
Unim(V) :={A € LinVV)|detA = £ 1} Gruppe
unimodulare Gruppe
Unim*(V} :={A ¢ UnV\V)|detA = + 1} Gruppe
spezielle lineare Gruppe
Oort(V,G) :={A ¢ AuttW)|A* GA =G} Gruppe
orthogonale Gruppe bez. G
far va v* linearer Raum mit innerem Produkt
ort(V) ={A ¢ linfVV|A*A =Ty} Gruppe
orthogonale Gruppe
Oort*(v) 1= {A € Ort(V)|detA= 21} Gruppe

spezielle orthogonale Gruppe

Man beachte, daBB * zwei unterschiedliche Bedeutungen hat.

e
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23 Alternierende Multilinearformen
Empfohlene Literatur: HOLMANN/ RUMMLER, WESTENHOLZ, SPIVAK, FLEMING

Sei V¥ »-dimensionaler reeller Vektorraum {zunichst ohne inneres Produkt) und
V* sein a-faches kartesisches Produkt:

V¥ VxVx .. xV kEN
A-mal

Als multilineare k-Form bezeichnet man eine Abbildung
t:Viag,
die in jedem Argument linear ist:
£0Vrovas s Vi @V AW, Vigy, vy}
= af{vi,va, ..

1o Vi o Vitdy o s Vi) + BE(VI 920 oy Vit s Wy Vigg, o, i)

vie{1,2,.,k}, Va,BER ,Vvy,ve,.., v, we€V

Man kann sich iiberlegen, daB die multilinearen #-Formen den Tensoren vom 0,k)-
Typ (5. 5. 22) entsprechen, was weiter unten noch genauer betrachtet wird.

Eine Multilinearform heiBt aiterni d, wenn die folgenden dquival
Bedingungen gelten:
(1) far eine Per ion = ihrer Arg gilt:
fn=aegnimt

mit sgn(m) = 1 flir gerade Permutationen r und sgntn) = -7 far ungerade.
(2) sind zwei Eingabevektoren gleich, so ist der Wert der Form Null:

sV vy )= 0 Vvel

Daraus folgt, da fiir &> » alle alternierenden Multilinearformen Nuliabbildungen
sind. -

Wirkénnen aus der Menge AMV) der alternierenden multilinearen -Formen
einen Vektorraum machen, indem wir die linearen Operationen wertweise
durchfithren:
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{af; + f2) (v) 1= a fr(v) + fp(¥)
VvelV Yo €R V6, f€ AHV)

Man setzt A°V) = R und identifiziert: A'(V) = V*.Es zeigt sich, daf der
Vektorraum A*(V) die Di ion des Binomialkoeffizi (=) hat. Demnach
haben die 0-Formen und die n-Formen die Dimension 1, die n-1 und die 1-Formen
die Dimension » , die x-Formen mit k »n die Dimension 0.

Bildet man die direkte Summe
AW = AV B AN O ..oA{VIeaVIe.. .

s0 erhalt man auf natirliche Weise einen Vektorraum der Dimension 2° .

Beispiel: fur » = 3 erhilt man

Raum Dimension
AV A R 1
ANV) = V* ¢)=3
AW) C)=3
ANV} G)=1
| AV 2=8
_ L
Daneben wird eine Abbildung

A ARV x AUY) - ARHHV)
*, g - fag,

genannt duBeres Produkt (wedge product), definiertdurch

f A g (V) i= IR Ty sgn () (€,8) n(¥) vveVrH

wobei iiber alle (x+5! Permutationen z von v summiert wird und (f, g (v) die
Anwendung von f auf die ersten & Elemente von v und von g aufdie restlichen
Elemente mit anschlieBender Multiplikation der Werte bedeutet. Eur & = ¢ oder

1 = 0 sei » die Skalarenmultiplikation.

e
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Das duBere Produkt hat folgende Eigenschaften:
* . istbilinear;
¢ a istantikommutativ:
fag=(DMgat ©ovre ANV), vgeAl(W ;

® , ist assoziativ:
fAagab)=(fag) ah ;
* 1€R = AYV) istdas beidseitige Einselelement von & :

Iat=fal =1 veeA W, k=0,1,...

Damit kbnnen wirin AXV) eine Basis konstruieren: wir wahlen eine Basis {ki},
i = 1,...,n in V* und bilden die duBeren Produkte von allen geordneten -fachen
Kombinationen aus {ki} . Man beachte, daB die (willkiirtiche) Ordnung von {ki} in
diese Konstruktion eingeht.

Beispiel: fur £ = 2 und n = 3 bildet

(k! A k2, k2 Ak, kiak?)
eine Basis von A¥(T) .

Fork = 3 = n bildet
{k?akiakd}
eine Basis for AXT) .
Die Komponentendarstellung einer Form lautet dann
£ = I, fogtyoz)_om) Ko A ki) A A kalh) ,

waobei Ober alle geordneten i-fachen Kombinationen o summiert wird.

Der Raum A(V) bildet mit den linearen Verkniipft und dem duBeren Produkt

eine graduierte Algebra, die Grassmann- oder duBere Algebra.

2u einer alternativen Darstellung zu der obigen gelangen wir mittels des
Tensorprodukts des vorigen Abschnitts:

Man macht sich leicht kiar, daB ein schiefsymmetrischer Tensor A ¢ Skw(V,V*) fir
v, wé V mittels <A(v),w> alsalternierende 2-Form aufgefaBt werden kann.
Betrachten wir beispielsweise die 2-Form

kKiak? €A3(V)
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Sie leistet dasselbe wie der antimetrischen Tensor

A= k2@ k!-k! @ k2 ¢ Skw(V,VY) Vv,wéV

denn
<AW,w> =<[KOK-K®k]W,w>
= <ld,v> <k?,w> - <k!, w> <k?,v>

= ki(v) k2(w) - ki{w) ki(v)

= ki A kZ(v,w .

Analog lassen sich auch antimetrische Tensoren k-ter Stufe definieren, die
alternierende k-Formen darstellen.

Wir wollen als nachstes den Speziatfall betrachten, daB V ein inneres Produkt
G € Sym* (V.V*} trgt. Durch G wird auf A¥V) ebenfalls ein inneres Produkt
<> ARVY x AY V) S R

h

t: Seien die folgenden Komp rtend llungen geg

£ = fonyoe).on koD A koD A akod) € AMV) |

€ = Gunyez i W A KED A Akl € AHY)

wobei Gber alle geord k-fachen Kombi ound ¢ iert
soll. Dann definieren wir
of, B> 1= fapsorm o) Qanzt . KD A o ateem (61O G (k)

FQr & = 0 sei <-.-> dasProdukt reeller Zahlen.

Betrachten wir zunachst den Raum A%(V) mitinnerem Produkt <.,-> . Daessich
um einen (%)) = s-dimensionalen linearen Raum handelt, ist er den reellen Zahlen
& isomorph. Zu einer bis auf das Vorzeichen kanonischen isometrischen Isomorphie
gelangen wir, wenn wir eine Orthonormalbasis e € A™(V) (Normierung: <e,e> = 1)
mitder 7 der reellen Zahlen identifizieren. Da man ebenso -1 hitte nehmen
kénnen, bleibt diese Willkir. Man orientiert deshalb, A%V) durch die Auszeichnung
cines e € AV als {positive) Orientierung. Ein solches e kann man sich dadurch
konstruieren, dafl man eine Orthonormalbasis {e} in V wihit und definiert

@:= 81 AB2 A ..8
Es gilt dann

<e,e»> = |
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Aus Di ionsgrunden sind allgemein die Riume A%V und A*4v) far
k = 0,1,..,n isomarph. Sie werden auf kanonische Weise isomorph, wenn V ein
orientierter Vektorraum mit innerem Produkt ist. Dann gibt es ndmlich einen
ausgezeichneten Isomorphismus '
e AMY) - A

genannt Stern- oder Hodgeoperator. Er ist durch die folgende Gleichung definiert
<of,g>:=<e,fag> FEAYV) , vge A1),

wobei e ¢ A"(V) die Orientierung istund «.,-> die induzierten inneren Produkte
darstellt.

Nach dieser abstrakten Definition sei eine sehr anschauliche Eigenschaft des Stern-
Operators gezeigt: ist {e;} eine Orthonarmalbasisin V , so bildet « einen
Basisvektor

1) A €q2) A - A Sty € AP(U)

22000 eops1) A Botpg) A e A Bty € APP(V)
ab, wobei ¢ eine Permutationvon (1, 2, ... n) istund sgn (o) ihr Vorzeichen.
Betrachten wir zwei Spezialfalle:
(N gue eAN) , f=sICR
» <l ,e>=<e,e>=1 = slza
{2 g=1€¢R , fae€A™ V)
=» <tg,l>=<e,a>=1 =» wa=]

Der Stern-Operator hat folgende Eigenschaften:

3 <o, g> = (-1YPP < f, g > VIEAN(Y) , YgeAM(V)
4) <of,eog>=<f,g> V1, g€ AR(V)
5) wof = (-g)nPr g vee AP(V)

Firungerade n istimmer (-7)"P? = +1.
ImFall » = 3 leistet der Stern-Operator die Zuordnung
= AV - AV =R

KIAKEAkI e [k, K2, W8],

2 Bertram A
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die als Spatprodukt
[l : VP VP x V' 2 R
bezeichnet wird. Es erfallt fiir alle A € Lin(V*,V*) die wichtige Determinanten-

Regel:
{A(),AL), ALY ) = [-400] det(A)

Das Kreuzprodukt definiert man mittels
e AYV) - AYV)
Kiaki = (kKixW),

x e Ve VS VL

also als

Sei weiterhin V dreidimensionaler linearer Raum mit innerem Produkt und
Azalie®e €LNVV)
und dessen antimetrischem Anteil
Aoi=d (A-A%)=3ai(e;@e-0;®e;) € SkwVL),

so gilt
As(v) =fuxvy vv €V,

mit dem axialen Vektor von A

u=aiie; x & =: axi(A),
denn

Z<Ae(v),w> =<ai(e@e

2; @ e;) V), w>
= alf(<ej, v> <&, W> - <€;,¥> <@j, W>)

= i ejre;(v,w)

ol <@/ AL, VAW>

= ol <wejae), {vaw)>

<

= ai <(e; x &), (vaw)>
= <u,qvAW)>
= <svaw),u>

= <O, VAWAUL>

<O, UAVAWS>

<fuav),w>

= <uXV,W> vv.wel.

§2 Lineare Abbildungen

Man kann im Dreidimensionalen auch ein Kreuzprodukt zwischen Vektoren v
und Tensaren T definieren:

und Txve={e®@e)x(vhey):= ti vhe;®(ejx )
vx T =(vkey) x :....S@uu t= 4wk (e x e} @ o

Nimmt man fir T eine einfache Dyade a @ b, so gilt

(a®b) x v=a®(bxv)

vx (a®b) = (vxa)®@b.
Es 13Bt sich schnell nachrechnen, daB das Kreuzprodukt des Einstensors mit einem
beliebigen Vektor immer antimetrisch ist:

vx Iy = lyx v € SkwiVV) vvevV
Es gitt damit far den antimetrischen Anteil
Aci= (A-AY)

eines Tensars A € Lin(V.V) :

Ao = }axifA) x by = ¢ Iy x axifA)

£ 13

35
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3. Euklidische Réume
Empfohlene Literatur: NOLL {1964, 1973), WANG/ TRUESDELL

EUKLID (etwa 365 - 300 v.u.2.)

Ziel dieses Kapitels ist es, ein geeignetes mathematisches Objekt einzufihren, das
der klassischen euklidischen Vorstellung des uns gebenden physikalischen
Raumes entspricht, in dem wir Langen und Winkel messen kannen. In der Literatur
wird dies meistens dadurch erreicht, daB man ein kartesisches Koordinatensystem
wahlt, damit den Raum in den B’ abbildet, und dort mittels seiner Standardstruktur

Geometrie betreibt.

Diese Vorgehensweise hat den Nachteil, daB ein Koordinatensystem willkiirlich
ausgezeichnet wird und man die Invarianz der Untersuchungen gegen
Koordi y Wechsel jed: | sicherstellen muB. Dieser Nachteil wird nur zu
einem Teil beseitigt, wenn man den Raum durch {willkirliche) Auszeichnung eines
Bezugspunktes in den linearen Raum der Ortsvektoren abbildet, da in der Natur ein

solcher nicht ausgezeichnet ist.

Erst die Einfahrung des Euklidischen Raumes , die zunichst etwas aufwendiger ist
als die oben beschriebenen Wege, kommt ohne willkdrliche Auszeichnungen aus
und damit auch ohne spitere Invarianzpostulate und Nachweise, gestattet uns aber

ok lidicch ih .

in gleicher Weise, ische iezub ™

Ausgangspunkt ist die Vorstellung, die Punkte des betrachteten Raumes
identifizieren zu kdnnen und ihren Abstand inander ( ) ver zu
kénnen. AuBerdem werden wir spiter noch fordern massen, daB er - grob gesagt -
eine unbegrenzte Ausdehnung und nur endlich viele voneinander unabhangige
Richtungen besitzt.

Sei (E,d) ein metrischer Raum. Seine Automorphismen sind die {bijektiven)
Isometrien:

J:={a:E - E |asurektv, d(xy) = dlatz) , a»)) Vx, y€ E}.
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Aus der Surjektivitat einer Isometrie folgt mit der Abstandstreue sofortihre
Bijektivitat { = Invertierbarkeit). J bildet eine Gruppe beziiglich der Hi inand
schaltung. Da die Identitat auf E in J enthalten ist, existiert in jedem metrischen
Raum eine nicht-leere Isametriegruppe.

Wiri i unsb ders fir eine ielleUntergruppe von / ,deren
Existenz allerdings nicht fir jeden metrischen Raum gesichert ist.

D3.1: Sei J Isometriegruppe eines metrischen Raumes (E,d) .
Eine Untergruppe V von J heiBt Translationsgruppe, falls gilt

{mit " + * wird die Hi inanderschal bezeichnet):

(rn) V ist kommutative Gruppe,

d.h. u+v=viu €V Yu,veV;
(12) V ist transitiv,

d.h. vx,y€E existiertein ué Vmit utx) =y ;

(13) V ist fixpunktfrei,
d.h.wenn v(x) = x furein z¢ £, sofolgt: v=1Ig;

{T4) V ist Vektorraum
bez. " + * und einer Skalarenmultiplikation
RxV-V
mit einem inneren Produkt
<> VxVar
vertraglich mit der Metrik , d. h.

dlxy)2 = <u,u> Vx,y€Emitux =y.

Wegen der linearen Struktur von V ist es Gblich, fiir die inverse Translation -v:=v*
und for das neutrale Element o:= Ig zu schreiben.

Fir ve V und z,y € E wollen wir statt y = v (x) auch schreiben v = ~x,y » . GeméB
(T2) existiert furalle z,y € £ auch rx,y-. Daritber hinaus ist die Zuordnung

(z,5) = rz,y+
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auch eindeutig: durch die Angabe von zwei Punkten allein ist die Abbildung als
ganze determiniert. . GBbe es namlich v;, v ¢ V mit v;@ =y = v2 (&) ,so folgtaus
der Gruppeneigenschaftvon V, dald

vl v @ = x = vrt vz @)
und mit (T3)

vit vg = Ig

d.h, vy = vz.

£5 sei darauf hingewiesen, daB wegen der Vertrag chkeitsbedingung in (T4) das
innere Produkt auf V durch die Metrik eindeutig gegeben ist. Mit x,y,2 € E und
u = +x,y» und v = +y,z+ folgt namlich:

dlx,22=<cutv,u+v>
=<u,u>+ <v,v> +2<u,v>
=d{x.)? + d(y,2)2 + 2<u.v>

= <u,v> =4ldz,22-d(x,N2-dby, 2] -
{Cosinussatz)

Wegen der Linearitat eines inneren Produktes folgt, daB ebenso die
Skalarenmultiplikation eindeutig ist.

Esgiltdann der

§3.2: Eindeutigkeitssatz (NOLL 1964)
Fiir einen metrischen Raum gibt es hachstens eine Translationsgruppe.
Deren Skalarenmultiplikation und inneres Produkt sind dann determiniert.

B: Wir nehmen an, V, und V; seien 2wei Translationsgruppen eines metrischen
Raumes (E,d) . Wir wihlen nun ein beliebiges festes q € E und definieren eine

Abbildung

§3 Eukfidische Riume 39

f:Vi~ Ve
i Ve,

die jedem v; ¢ V; dasjenige vs = f,(vp € Vy zuordnet, das q in v (@)

transportiert:
fov9) = vq,vi(Q)=z

f, ist bijektiv und leistet fiir v, = I¢

f,0e = 1.

| Seien x,y ¢ £ beliebig und u, ve V; derart,da8

uig) = s, =y,
dann gelten @ = vl =y
) =z, (W) = 5.
Aus der Vertraglichkeit der inneren Produkte <..> von V; und <,» von Vy
mit der Metrik 4 folgt

d2(x,y) = <u-v,u-v>
T <u,u> +<v,v>-2<u,v>
= afpw-Hw, fHw-fwr
PRI ACRACERERIAUN AU RT AR AGLE

Die quadratischen Terme heben sich wegen der Vertraglichkeit auf, womit sich
die inneren Produkte entprechen:

<u,v>=«fpm,fws.

Dasselbe gilt fir die skal Itiptikati

Va,fER ,Yu,v,weEV;:

«fylan + pw , fii» =<au+fw,v>
sa<u,v>+f<w,¥v>
zaafia), f > + fafyiw),ffm»
= «af,) + pfow . f,m»,

und somit
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afytan + pw-afp-pfow, fHw» =0

Aus den Axiome. eines inneren Produkts folgt die Linearitét von f
Seien v¢ V; und = € E beliebig, so gilt mit u ;= +q,2>,€V;

v =viu@l=[{u+vi@ =+l
=[f(v) + f(w)@ = f ([ f(u)]
= (fiv)]x

d.h. f,(» leistetdasselbe wie v faralle = € € unabhingig von der speziellen
Wahivon g € £.Damitsind V; und V; identisch. &

D3.3: Einmetrischer Raum (E, &) mit Translationsgruppe V endlicher Dimension
heiBt Eukfidischer Raum.

Man identifiziert die Di ion eines Euklidischen E mit derjenigen seiner
Translationsgruppe V .

Durch A ichnung eines beliebigen Punktes o € E, genannt Bezugspunkt (BZP),
erhalten wir eine Bijektion 1, zwischen E und seinen Translationsraum V durch die
Vorschrift

w:E >V
X 0, x,

die obendrein mit der Metrik vertraglich ist:
dlz, )2 =<ro,z+-+0,y+,F0,x+"F0,y+ > Yz,y€E

Die Bilder von 1, heiBen Ortsvektoren. Wegen der linearen Struktur von V istes
oft praktischer, mit Orisvektoren anstatt mit Punkten zu arbeiten, muB dabei aber
immer die Abhangigkeit von der willkirlichen Wahi des Bezugspunktes bedenken.

Durch Wahl eines Bezugspunktes und einer Vektorbasis {vi}in V kénnen wir
jedem Punkt x € E eindeutig die K ten seines Ortsvektors bez. {v;}

2uardnen. Damit erhalten wir eine Bijektion zwischen £ = V und dem B die linear

§3 Euklidische Riume a1

ist, Ist &.o gewdhlite Basis obendrein Orthanormalbasis, so ist diese Bijektion auch
_Sa._._mn...m beziglich der Standardmetrik des R* . Wir nennen das Paar (Bezugspunkt,
wm.m_a Bezugssystem (BZS) von E . Dabei sind alle BZSe von E gleichberechtigt
keines ist ausgezeichnet. '

Zusammenfassung: Wir kénnen folgende Identifikati vorneh
E =V nach A ichnung eines Bezugspunktes
= R nach Auszeichnung einer Basis
oder gleich
E = = nach Auszeichnung eines BZSs .

Ober dem Translationsraum V , den wir wegen des inneren Produkts mit seinem
J:u_ms Raum V* identifizieren, kdnnen wir den Raum der alternierenden Multi-
linearformen errichten. Oblicherweise orientiert man ihn willkirlich, z. B. fir
n = 3 mittels der “Rechte-Hand-Regel”.

Wir wollen als nachstes klsren, wie sich die Translationsgruppe unter isometrien
transformiert.

$,D3.4: Sei a¢J isometrie eines Fuklidischen R £ mit Translati v
Dann st faralle v¢V die Verknipfung a v o wieder eine Translation
und die Zuordnung

Q: v ava'
aus OraW) .
Q heiBtdie durch a induzierte Drehung des Transfati
4
XYy a
Q
z°
aly)
Q-x,y-)
| e
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B: Wir zeigen zunachst, daB die Menge a Vo' eine Translationsgruppe ist, weil
sie die vier Axiome erfulit.

(T) aVa' istkommutative Gruppe, _
denn mit u,v € V und den Abbildungen p:=aua’€ a Va' und
vizava' € aVa’ folgt:

u+vizuy=ouatava'= auvalsavuo’ —ava'aua’

=y+utaVal

(12) aVa! isttransitiv ) )
denn: seien z,y € E beliebig und z:= a'(x) , x:= a'®) 50 gibt es ein
w €V mitug =y = ua'l) =a'y) » ava’lx) =y

(T3} aVe' ist fixpunktfrei )
denn:sei x € E derart,daB a va') =« furein veV,sofolgt

vals) = olta) »v=I » ava' = aa’ = I

(T4) aVa' istVektorraum
Wir bilden
«anat,ava’s =3l d{a(), az)2 - d{a(x) La(y)? - d{a}, a2)2]

= $ld(z,22-dlz, 92 -dly, 2]

= <u,u> .

Die Addition auf a V o wurde unter (T17) erklért. Die Skalarenmultiplikation sei

plava’:= afua’ _Dann istauch <, » ein inneres Produkt.

Alsoistauch a V a* eine Translationsgruppe. Nach dem § 3.2 filit diese aber mit

V zusammen. Q ist nach der Definition der Addition unter {Thund a.m..
skalarenmultiplikation unter (74) linear und nach der Definition des inneren
Produktes unter (T4) obendrein orthogonal.

Ist die Isometrie a orientierungstreu, so gilt dies auch for @ d.h

Q eort* .

=

4. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Empfohiene Literatur: HU, BRICKELL/ CLARK, SPIVAK

Ein Homd phi (topologische Abbildung) zwischen topologischen

Raumen ist stetig und stetig invertierbar, d. h. er bildet (nur) offene Mengen in
offene Mengen ab.

D4.1:  Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist ein topologischer Hausdorff-

Raum, dessen Punkte z ¢ M offene Umgebungen U, besitzen, die
homdomarph zu offenen Teilmengen des R® sind, d. h. es gibt einen
‘Homéomorphismus ¢ zu U, ,sodaB ¢ (U,) offenim B ist. Das Paar
{U,.9) heiit Karte um x .

Sind pi die Prajektionen des &* :
PR >R,
so heifien die n Abbildungen

. $i:=pid: U R
Koordinaten um x .
Bei einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Rand sind die offenen
Umgebungen ikrer El der zu B" oderzu RB*' x B**
homtomorph. Erstere heiBen innere Punkte, letztere Randpunkte.

Esist nicht immer maglich, ganz M topologisch in den R" abzubilden (s. Sphére,
Torus) und so die Mannigfaltigkeit mit nur einer Karte zu beschreiben.
Sind (U,..¢) und (U,,w) Karten uminnere Punkte z,y ¢ M undist U, N U, nichtleer,
so heifit die Abbildung y ¢-7 Kartenwechsel.

D4.2:  EinSystem von Karten
A={(U.9).(U,.9,)..}

heiBt Atlas der Mannigfaitigkeit M , falls esganz M iberdeckt, d. h. falls
U Ui=M



sind alle Kartenwechsel aus einem Atlas k-mal stetig differenzierbar
(k= 1,2,..,), soheiBtder Atlas differenzierbare Struktur und
M differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* .

g 9

2wei diff ierbare igfaltigkeiten mit Atl A, bzw. A, .Dann heiBt

eine Abbildung

wir den im wei aur C=-Mannigfaltigkeiten betrachten. Seien M und N

f:M~»N
r-mal differenzierbar, falls die Abbildungen
w e
faralle Karten (U, #) €A, und (Uy w) €A, Gberall, wo sie definiert sind, k-mal

differenzierbar sind.

f heiBt Diffeomorphismus, falls £

« Homdomorphismus ist und
o fund £ beliebig oft differenzierbar sind.

4.1 Tangential- und Kotangentialraum

Sei L. die Menge der reellwertigen C=-Funkti die suf Umgebungen von
=€ M definiert sind. Wir filhren auf L, eine Aquivalenzrelation ein:

g~f: esexistiert eine offene Umgebung U, von = , sodafl
gly, = flo,
Die Aquivalenzkiassen bez. ~ heiBen Funktionskeime in .

Die natiirliche Abbildung von ~ sei p , und der Quotientenraum sei
G, := L/~

Wir kdnnen auf G, eine (k ive) Algebra ei el
Addition, Multiplikation und Skal Itiplikation an Repr
Wertebereich ® durchfohren und die Ergebnisfunktionen mit p in G; abbilden.

Wir betrachten nun einen Unterraum des Duals G,* := Lin(G.R) ,der durch die

Leibnizregel get ichnet ist. "

ua.w"m__._._.n .w»mm:o»rr.:
t:G,»R ,
* dielinearist:
t{ag+ BF)=atlg) + pt(h Ve,BER,VF,g€G, ,
* und die der Leibniz-Regel (Produktregel) genugt:
tg H=tlo) ) + (A o) Vi.g€G; .

ge
9 ™ ren hei angentialraum T.M in =
Die Menge afler Tangentenvektol heiBt T [ { U [l

Man machtssich leicht klar, daB die i i
. partiellen Ableitungen a/ i
Koordinatensystems mittels O6n 30 bes. eines

api(g)ls:= 9 (g ') /ot e Vgeg¢ G,
Tangentenvektoren sind. T.M trigt eine lineare Struktur vermittels

fat, + Bt)(g):=at (o) + B¢, (g) Vit ¢T,M,va,pER, Vg€ G,,

d. h. durch die henden Verk 5. .
L pfungen im Werte| ich. i
einen Vektorraum. RETEh St bAda: 7.8

Wir definieren auf G, eine Aquivalenzrelation « :

g=f: t{g-H=0 VIETM .
Sei ¢ die natarliche Abbildung bez. » .

L

14

N

T'M
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D4.a:  DerQuotientenraum
T,*M:= G,/ =

heift Kotangentialraumin x an M .

Man erzeugt auch auf T,*M eine lineare Struktur durch:
ak! + pk2 := glaf, + Bf,) vki, k€ T,*M,Va,BER
mit o7} =k, q(f) =12 /. €G .

Die Verknupfung
di=gp: L.+ T,'M

ordnet jeder Funktion f die Funktionenklasse 4{r) mitderselben Ableitung zu. Man

schreibt
df:= d{f)
und nennt es das Differential von £ .

Da die Koordinaten ¢i um x einer Karte auch aus L, sind, kdnnen wir speziell
auch immer dgi € T,*M bilden.

Es lassen sich fir differenzierbare Mannigfaltigkeiten M der Dimension n

folgende Satze zeigen:

$45: T,M und T,"M sind duale Vektorraume {ohne inneres Produkt) der
Dimension » vermittels der Vorschrift

af{t) = tp( veeTM, vriel, .

5,D4.6: Seien & Koordinatenum x€M . Dannsind:
o {alopt,alep3, ..., al04n} eineBasisvon T.M : die Tangentenbasis,

o [det,d¢?,..,ddn}  eineBasisvon T.*M : die Gradientenbasis,

Die Basen sind dual, d. h. < 2/l i >= 8 . Sie werden GauBsche oder
natirliche Basen von {¢i} genannt.

. o.n alle Karten und damit auch alle Koordinatensysteme um =z gleichberechtigt
sind, gibt es auch keine ausgezeichnete Basisin T,M oderin T.*M .

Alternative:

Oft wird der Tangentiairaum in der Lit N

NN L o AU il L i e 1
2u sein.

Ein Weg ist eing

g einer reellen ICR
wil—+M.
Sei x€ M und wi0) = x und f€ L, sokdnnenwirin ¢ = 0 die Ableitung
didt (f w)

bilden. Zwei Wege w, und w, heiBen aquival i i ie in ei
e, ___.mn:mm:—n. cite uﬂ.::a lent, wenn far alle CI-Funktionen f, diein einer

drdt {f w) = didt (Fw)
Man kann zeigen, daB jeder Aquivalenzklasse von Wegen auf kanonische Weise ein

Tangentenvektor bijektiv zugeordnet werden kann. d i
Dual des Tangentialraumes einfithren. an. e kanaman b

Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und
f:M->N

Funktion der Klasse C= .Sei x¢ M und y = #(z) € N . Wirdefinieren:

Mo___f LN
e oy
§f ¢
B
dlrch LRl My
ki) vEeL,.

Dann gibt es genau eine Abbild

g Kodifferential:
TN T°M



sodaB wre g im R~ definierbarmit m = dim (M} ,n = dim (N) . Wir schlieBen die i-te Projektion pi
ist, d. h. ' an und erhalten
d (A = £ d {8, véel,, -
fizepwfe' = wife'.
M — ._ ,
i M N
£° i
L, —
[ ] _ w
& Sl R" w/e' =

7

“
T."M «——T,*N /
r

™ — TN

| P

f
Dann gilt:
sowie eine Abbild g t Diff ial von f 1o (07300 = ofifag) atayi ,
fo: M= TN wir die Darstellung des folgenden Satzes entneh
mit $4.7: Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten,
<felt) k> = <t,f (k) > vieT,M, vkeT,*N .
£* und f. sind linear und erfilllen die Kettenregein: f:M-=N
g:M~N und f:N-O differenzierbare Abbildung, (U, , ) Karteum z ¢ M und (U,,w)
hicfg M- O Karteum y = f(z) ¢ N.Dann hatdas Diff ial von [ die Darsteltung
» At = g*r* _ ; .
' fé7)
- he = fuge - | s.nquae.s%.
L

Das Differential wird also als duale Abbildung des Kodifferentials eingefihrt,d. h. und das Kodifferential die folgende

fu:= (fM* .Damitgiltebenfalls f* = (fa* , d. h. der obere Stern symbotisiert wie
in Abschnitt 2 die Dualisierung einer linearen Abbildung.

A i -1
= Fw, o' @ aragt
a¢

re

Far konkrete Berechnungen k igen wir die D flung des Differentials
beziglich {beliebig gewahiter) Karten. Wir wahlen auf M eine Karte (U, #) und
auf N eine Karte (U, ¢) .Dannist

Die Koeffizientenmatrix [ (@i f &) /3¢t ] heillt Funktional- oder Jacobi-Matrix. thr
Rang heiBt Rang des Differentials; er ist unabhingig von der Wahl der Karte.

" R

wie':
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| Tragen die Fasern eine Struktur, so heit ein Raum, der zu allen Fasern isomorph ist,

4.2 Bande), Felder und Differentialformen

typische Faser.

sei M differenzierbare Mannigfaltigkeit, z¢ M, Als einfaches Beispiel betrachten wir das Produktbdndel iiber einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit M :

T.M Tangentialraumin x an M, F=MuxR.
M ist Basisraum und

T.*M Kotangentialraumin x an M. n:MxR ->M
die natiirliche Projektion. Der R' ist typische Faser. Ein Schnitt des Produktbindels

Eine Abbildung heiBt (tangentiales) Vektorfeld, falls sie jedem z ¢ M ein Element
far & = 7 heiBt Skalarfeld.

aus T,M zuordnet. Um den Bildbereich dieser Abbildung angeben zu knnen,
bendtigt man den Begriff des Tangential-Bandels. Da Bundel spater noch in einem
1 2 hang bendtigt den, definieren wir zunéchst allgemeine
Bandel und betrachten dann spezielle Beispiele, die auf Mannigfaltigkeiten definiert In diesem Falt sind der B:
gleicher Dimension. Da diese zueinander isomorph sind, ist jeder von ihnen typische

sind.
Faser. Wichtigstes Beispiel dafiir ist das Tangentialbandel TM ber einer
Mannigfaltigkeit. Hierbei sind

T™:= Uy, TxM

Ein anderes Exemplar bildet das biandel iiber einer Mannigfaltigkeit M:
i eine Mannigfaltigkeit und die Fasern Vektorriume

d

D48: EinBiindel (F,B,n} bestehtauseiner Menge F , einem Basis-Raum B

und einer.Surjektion
X)) = TxM

n:F-8,
und n die Zuordnung eines Elementes aus TxM zu X . Seiennun (U, ) Karte der

't FuBpunk jektion. Die Mengen
C=-Struktur von M und

g P &

o' teB
w: M- &
heiBen Faser Gber ¢ . Eine Abbildung

v:B~+F

diejenige Abbildung, die jedem Tangentenvektor v seine Komponenten ; bez. der
Tangentenbasis {a/a¢;} zuordnet. Dannist (), &) mit

heiBt Schnitt des Bandels, falls
&) = c!:.nk”_.x TxM - BR™,

(x4) > {300, wit)

nvy = 1
ist. :
Karte des Tangentialbindels, das auf natarliche Weise eine c=-Struktur trdgt und

Ein Element X ¢ F ist gekennzeichnet durch
_somit selbst eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

L] seinen FuBBpunkt n(X) € B
. und ein Elementder Faser o'n(X) . Auf analoge Weise erzeugt man sich folgende Bundel:
T*M = U, Tx"M
(@ TMIB(®°T*M) := U, ,, (& TxM)®(@* Tx"M)
AR(TM) 1= U, AL (TM)

ATM) := u,, A(TEM)

Trivialerweise ist F die disjunkte Vereinigung aller seiner Fasern

F=u,,o0.

Oft bezeichnet man deshalb verkirzt F selbst als Bandel.
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die alle auf natiirliche Weise differenzierbare Mannigfaltigkeiten bilden, wobei die
linearen Operationen fuBpunktweise ausgefiihrt werden. Damit sind dann auch
Differenzierbarkeitsklassen von Schnitten definiert. Man nennt einen Schnitt des
Bindels

™ : Vektorfeld
"M : Kovektorfeld
(@' TM)R(@ T*M) : (p,q)-Tensorfeld
AR (TM) : Differential-x-Form.

Beziglich der natirlichen Basen {a/spi} bzw. {dps} eines Koordinatensystems
kénnen alle diese Felder lokal dargestellt werden durch ihre Komponenten-
funktionen von den » Koordinaten. Die Differenzierbarkeits-Klassen der Felder
entsprechen dann der Differenzierbarkeit dieser Komponentenfunktionen.

Uns werden insbesondere die Differential-n -Formen auf M interessieren. Sie
k&nnen wir im Bereich einer Karte (Ux.¢) immer darstellen als

dm = pg(®) dI() A dPTR) A ... A dPr (D)

= pol® (r; dgi(m) vie Ux.
Bei Kartenwechsel gelten die folgenden Transformationsgleichung
) dm = py (n; dd) = py (a; dyi)
mit
. By = Be dpys
wonn

Jpgs 1= det [3(¢f @) taw]

die Funktional-Determinante (Jacobi-} des Kartenwechsels ist. x4,y Und Jy . sind
abhéngig von i€ Uy N U, (Skalarfelder).

Eine Mannigfaltigkeit heiBt orientierbar, falls eine nirgends verschwindend
c=-Differential-n-Form existiert. Eine Mannigfaltigkeit heiBt orientiert, falls eine
solche Form (als " positiv orientiert”)
bei dem die Funktional-Determinanten aller Kartenwechsel positiv sind.

Alle diese Begriffe benbtigen wir, um auf Mannigfaltigkeiten integrieren zu
kdnnen.

ich ist. Gleichbed d ist ein Atlas,

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit, (U, ¢) eine positiv orientierte Karte,
G c U, ein kompaktes Gebietin M und dm eine glatte Differential-n-Form mit der

Darstellung in o )
= e n

in U, . Wir definieren das Integral von dm dber G als

fedm = fyg nyp¥'av.

Wir integrieren also {im Rit hen oder Lebesgueschen Sinne) Gber eine in
=+ definierte reelle Funktion u, ¢* Gberdas Standardvolumenelement v des &°.
Um zu zeigen, daB die Definition unabhangig von der gewahiten Karte ist, wahten
wir eine zweite Karte (U, , w) mit G ¢ Uy .Wir verwenden erstens die Transfor-

ionsformel far die Komp einer n-Form unter der Koordinaten-
Transformation ¢ ¢ :
by = My oy,
wobei Jy . die Funktional - D i des Koordi hsels ist. 2

gift die Transformationsreget fir Integrale im R* aus der Analysis:

Seien ¢w! 92, ..., ") und yid! $2,..., ¢ die Koordinaten-Transformationen in -
beiden Richtungen, A Integrationsgebietim Koordinaten-Raum von ¢ und Ag
dessen Transformierte in den Koordinaten-Raum von i . Dann gilt bekanntlich for

integrable Funktionen der Koordinaten f{¢!.¢¢,..., 47

Sng Fol® ) dV = Soo felwt,.. 08 &V

mit
S ) 1= ST s @), 0 .o, p00) det [0 2]

Wir setzen

fo = mp &'

fon Jogilodw' = Jpyr np &' QW' = pg @'

Ay = G

Ay » 9(G),
und erhalten

Iodm = fyg m &' dV
= f1g Mg @'V

- und damit die Invarianz gegen Kartenwechsel.
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Handelt es sich um einen Integrationsbereich G , der nicht durch eine Karte allein
abgedeckt wird, so kann man ihn méglicherweise in endlich viele Gebiete G; mit
U;G; = G und N;G; = {Menge vom MaBe Null} zerlegen, einzein integrieren und
anschlieBend aufsummieren. Versagt auch diese Technik, so gibt es noch andere
Mbglichkeiten (z. 8. mittels Partition der Eins), auf die hier jedach nicht eingegangen
werden soll. Von physikalischen Fragestellungen treten an dieser Stelle selten
Probleme auf.
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5. Euklidische Mannigfaltigkeiten

Empfohiene Literatur: WANG/TRUESDELL, FLEMING

In diesem Abschnitt soll der Euklidische Raum als differenzierbare Mannig-
faltigkei fgefal d um zu sehen, wie sich dann Tangential- und
Kotangentialraum etc. darstellen. Bevor wir damit beginnen, sollen zunidchst zwei
einfachere R3ume untersucht werden.

Der auf kanonische Weise differenzierbare Mannigfaltigkeit, weil seine
Identitat als globale Karte aufgefaB den kann. Damit bilden die partiellen
Ableitungen 2/ax; eine ausgezeichnete Basis in TR for alle v x € @ , und das
Tangentialbinde! TR* ist k ische isomorph zu R*x B* (was einen kanonischen

parallelismus zwischen Tangentialrdumen mit unterschiedlichem FuBpunkt
impliziert).

Sei nun V ein endlich-dimensionaler reeler Vektorraum. Nach Wahl einer Basis
{t3} erhalt man mit den Komponentenprojektionen
d: VR

v=pit; = {v!,..,0M

eine globale Karte, die V zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit macht. & ist
bijektiv und hat die Inverse
¥RV

(vl,..,uM) > v=oit,

die linear und natiirlich auch differenzierbar ist. fhre partiellen Ableitungen a/avi
bilden eine Basis des Tangentialraumes T,V in allen X¢ V an V , die zu {u}
kanonisch isomorph ist. Nimmt man eine andere Basis aus V , 50 erhélt man dieselbe
lsomorphie TV = V, da der Basiswechsel linear ist und fir die partiellen
- gen die K gel gilt. Durch Dualisi erhélt man T,*V = V* . For das

Tangentialbandet gibt es die kanonische lsomorphie TV = V x V , die wiederum
~ einenl isch leli implizi

hen P

Ahla

P t.
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Betrachten wir nach dieser Vorbereitung einen n-d len Euklidischen Dann gilt die Kettenregel fir das Differential
Raum E als Mannigfaltigkeit, wobei wir nach Auszeichnung eines Bezugspunktes x
€ F durch die Bijektion

e =(pd ' )e e : TE>TR = R .

L E = V Wenden wir das Differential auf eine partielle Ableitung a/x (als Tangentialvektor

aufgefaBt) an, so gilt
¥y B or=rx,ys,

e (3/04)) = 8ij= (@i 1")e 10 (3/00)
die differenzierbare Struktur von V auf E zuriickholen kénnen, die sich dann als wobei )
unabh&ngig vom BZP erweist. Das Differential van 1, an der Stelle x-leistet whaii= 1 @) ETV = V
1w i TE = T VoV alsj -ter Tangentenvektor bezeichnet wird. {sr/2¢} bildet die (kovariante)
Tang ktorbasis. Sie ist k isch isomorph zu {a/3¢} c T.E.

und ist fir jeden FuBpunkt kananisch. Dies impliziert den (kanonischen) Euklidischen
Parallelismus

el e i TE o TE Viy€E

2wischen Tangentialrdumen mit unterschiedlichen FuBpunkten. Das Euklidische
Tangentialbiindel mit der typischen Faser V ist T€ = E x V , so daB ein Vektorfeld

viE - TE=ExV

im ersten Ausgang trivialerweise die Identitat ist.

Andererseits ist

Da V ein inneres Produkt tréigt, erhalten wir die kanonischen Isomorphien
zwischen

Voi 1= difdr = (diig!)e € T,*V = V* = V

deri-te di ktor. Die {k i ) Gradi ktorbasis {dpi/ar) ist
ihrerseits kanonisch isomorph zur Basis {d¢¢} c T,*E und - wie gesehen - dual zur
- Tangenvektorbasis:

TE=-TV=VsV' 2T, VaT,*.

Seien nun (£,¢) globale Karte und pi die natirlichen Koordinatenprojektionen,
die wir folgendermaBen erweitern: R
<dr/apm ,dildr > = 5,0 .

$=pd=pébrn:E>R
Zur Berechnung der beiden Basen kann man folgendermaBen vorgehen:
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1) man wahte sich ein Koordinatensystem {¢};

2.) man wihle sich einen ..m:m....ﬁm: Bezugspunkt o € € und stelle den Ortsvektor r
beziglich o als Funktion der Koordinaten dar: r{d!,...,4";

3.) man differenziere r (', .. .¢#) partiell nach allen ¢ und erhaltdie
Tangentenbasis {oriapi} ;

4.) man berechne die Gradientenbasis in jedem Punkt als Losung der
litatsbeziehungen )
Bt 9 <arfopm ,dpifdy > = Bab

einem li inh g Gleich stem fur die Komp ten von dgildr,

das immer eindeutig losbar ist.

\m Dreidimensionalen kénnen wir mittels des Kreuzprodukts und des Spatprodukts
(s. Abschnitt 2.3) die zu einer Basis {1} duale Basis explizit darstellen als:

k! = (tgxtg) / [ty ta.ts]

ke = {taxts) / [, ta.t9)
K = (trxtg) / [trote,ta]

ﬁ to

Beispiel: Zylinder-Koordinaten. Sei {e;} Orthonormalbasisin V .Der Ortsvektor 136t sich

darstellen als
rird,2) = rcosdpe; + reind eyt ze3

Die Tangentenvektorbasis berechnet sich zu:
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t1(rn¢,2) = cosd e + sind ez
talr,d,2) = - reind ey +rcosd eg
tgird,2) = e3.

und die duale Basis zu:

ki(r,$,2) = cosd oy + sind ep
k2(r,$,2) = - Ursing ey + 1/r cosdp e
k¥ r,¢,2) = ez.

5.1 Analysis in Euklidischen RGumen

Im folgenden seien einige niitzliche Differential-Operatoren auf Euklidischen
Mannigfaltigkeiten eingefihrt, von denen wir spéter hiufig Gebrauch machen
werden. Dabei kndpfen wir an den Begriff des Differentials /. einer Abbildung
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten an

fM->N

mit den Karten {U;,¢) von M und (Ug,.yp) von N, woflir wirim Satz$4.7 die
Darstetlung

fo= ' ® dp*

ag' 7 47h
.3~

hergeleitet haben.

Wir wenden dies nun auf verschiedene Felder an, indem wir M « E setzen und
aber N nach Belieben verfOgen. Auf diese Weise definieren wir in jedem Punkt von
M den Gradienten des Feldes, der seinerseits ein Feld darstelit. Dazu benutzen wir
wieder die kanonische Isomorphie

TE =V = T,*E Vx€E
Seien (U,,9) eine Karte und

{alagi = arleg}

{doi = dpildr}

‘die Gaufischen Basen in x .
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Als erstes Beispiel betrachten wir fur £ eine lsometrie

fea:E—=E.

Damitsind also E = M s« N . Essoll folgendes bewiesen werden:

§5.1: Ista ie des Euklidischen und q die durch sie induzierte
Drehung des Translati (s.53.4), 50 ist

grada 1= ae = Q,
also riumlich konstant.
B: Wirwihlen eine globale Karte (E.4) und eine andere Karte (£, w), die durch
w = & o definiertist. Damitist w o &' = 1, die identitit des B* . Die
Isometrie schiebt und dreht somit das Koordinatengitter § als starres Ganzes

in w . Die Tangentenvektoren 3/a¢% und 3/agt entsprechen einander, und
was a/apt im Urbildbereich leistet, leistet a/aph im Bildbereich:

yim 3gix) @ ab) = depialz)) vx€E.

Wir bilden das Differential a. gem&8 S 4.7 und konstatieren, daB

i -1 i -1
aly' a.o vukveut vu%:&.um_.
L3 o
die Elemente der Einheitsmatrix sind. Somit verbleibt
ar = d/agi @ dpi .

Wenden wir a. auf einen Tangentenvektor /2% an, so gilt

a.@fath) = alogh .

Ist x € E sowie y 1= a/apr(z} ,soistnach53.4
ae (@/3dh) = awlrzys) = dligh = ra@),ab)> = Qrxyv) = QR/apH

53

Da dies fiir alle Basis-Vektoren gilt, ist o« = Q.

€in Skatarfeld auf E ist eine differenzierbare Abbildung
[ E->R.

Wiridentifizieren also N = R , einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit. Der
Tangentialraum an R ist an jeder Stelle ebenfalls R , seine mﬁ:awicm&m‘?v .
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Das Differential von f istdann

grdf:=f, =df = 104yt = ap

das (ko-)vektorwertige Gradientenfeld von /.

Da die Gradientenbasis {dg*} vom FuBpunkt x ¢ £ abhéngt, gilt dies auch fiir die
Komponenten des (Ko-)Vektors “Gradient”. Der Vektor selbst ist freilich fiir alle
Karten derselbe. Bildet man den Gradienten der Koordi funkti
& = pt §, 50 erhidlt man das Gradientenbasisvektorfeld
et dd* , was den Namen

Etwas komplizierter ist der Fall eines Vektorfeld i i
les als differenzierb: i
des Tangentialbiindels wierharem Schnit

viE » TE=ExV.

Wegen des Euklidischen Paralielismus ist es im ersten Ausgang trivial, so daB wir nur

noch schreiben
v:E-SV,

Der Gradient wird wieder als das Differential
ve ! TE>TVaV

eingefohrt. Dazu wahlen wir auf E eine Karte (U.4) undin V zwei beliebige duale
Basen {u;} und {wi} (oder parallele Basisfelder auf £). Dann bilden die
Abbildungen

p:VaRr

vV o o<y, Wi

e€in globales Koordi i
{ovim w555 Die Darellung s radiomten st e s e
gradv = va = 3<vg’ ,wiz)/apm u;® dim .
= d<vd? ,wi>u) fapn O dgm
a(ve’) /apm @ dam
= d<ve’ ,ddi> alagd) 1apm © dpm
Ao, pn) 3/piPT ..., oM] fdpm @ dipm
[a0i lapm a/adi + via (alagh) fagm] @ dipm
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Dabei haben wir von der Tatsache gebrauch gemacht, daf man das Vektorfeld
im Kartenbereich auch als v = vi a/ap} darstellen kann, wobei sowoh! die
Komponenten o als auch die Basisvektoren 2 Jag Feldersind, also von den
Koordinaten ¢f,...,¢» abhdngen und mittels der Produktregel partiell differenziert
werden miissen. Der Gradient eines Vektorfeldes ist aiso ein Tensorfeld, d.h. in

jedem Punktvon E aus Lin(V,V) . Essei darauf hing iesen, daBdieD il des
Gr inder Li nicht einheitlich ist; manchmal definiert man ihn auchim

transponierten Sinne.

Als Divergenz des Vektorfeldes v : E—» V bezeichnet man die Spur des

Gradienten in jedem Punkt
divv := splgradv) .
ion von v dasjenige Vektorfeld, das
n Vektor des Gradienten von v entspricht

und im Di istdie
punktweise dem negativen axiale!

rot v i= - axi{grad v}

beachte auch hier magliche

wie er in Abschnitt 2.3 eingefihrt wurde. Man
ise bezuglich des Vorzeichens. Es gilt

)

Abweichungen in der Li B P
dann

grad* v - gradv = rotvxly =IyxTotv .
Wir werden spater auch die Divergenz eines Tensorfeldes
A;E-TE®T'E = Ex Linv. V)

bendtigen. Sie kann man definieren durch die Vorschrift
<div{A).v> := dis[ A*(¥)] vveV .
Die Bedeutung dieser Operation wird ersichtlich, wenn man den GauBschen Satz
t, sondern ein

anwendet. st dagegen v nicht konstan

($5.2) auf Tensorfeider
giltdie produktregel in der Form

differenzierbares Vektorfeld, so
giv[ A*(v)] = <div{A),v> + <A;gradv> .

Diese (und andere) Felder lassen sich formal einfach darstellen und leicht

berechnen durch Einfihrung des Nabla-Operators v.SeineD i bez. eines
beliebigen Koordinatensystems {¢} und dessen Gradientenbasis {ki = difdr} ist

V= afadi ki
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Man schreibt fiir Skalarfelder 1 :

gradf = £V i H
| fur Vektorfelder v : i Vektorteld:
nweu va v®Y ein Tensorfeld ;
_ divv = <v,¥> ein Skalarfeld ;
rotv = vxV i H
_ und far Tensorfelder A : ineltorteids
h divA = A(V) ein Vektorfeld .
A Dabei m.n in jedem Punkt der Mannigfattigkeit so zu verfahren, daB
1) die partiellen Differentialoperatoren a/ap auf den Vektor, d. h. auf
¥, 4. RAaci L L
p und en (nach der Produktregel) angewendet

werden, und
2) die kovarianten Basisvektoren ki mitdem Ergebnis entsprechend raisch
! g pre: algebrais:

i n;.; ittels der Kettenregel sieht man dann, daB die sich ergebenden Felder
oordinaten- und basisunabhangig sind und den obi initi

: t gen Definitionen, di
Differentialbegriff fuBen, entsprechen. - fonen.die ufem

3 Als Beispiel bilden wir die Divergenz eines Vektorfeldes v in seiner
omponentendarstellung bez. einer beliebi i ie i

J 5 gen Basis {a;} ,dieimall i
den Ortskoordinaten {¢/} abhingt: s gemeinenon

divv = <v,9> = <via;,a/ap! ki> = dwifadt <a;, ki> + vi <dnfap!, ki> .

Oftist es praktisch, durch Klamm
) ern anzudeuten, worauf v als Diff d
angewendet wird. Also 2. B. Frentisloperater

<v,¥> = <vifa;,9)> + <a;,(uiV)>.

Es erweist sich meistens als einfacher, statt ein iebi
) er beliebigen Basis {a;} di
Tangentenbasis {t,} oder die Gradi basis {W)} zu ver d o e

v Die >_.__o=:=u von ktoren nach den K sind wiederum Vektaren
nnen also in einer der beiden natiirlichen Basen d '
i argestellt werden. M.

ihre K iten Christoffelsymbole: et

i lapk = Tty = Py ki
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alofagt = Tyt = T ki

Sie zeigen folgende Symmetrie-Eigenschaften

iy = Tiy

Ty = Ty
infolge des Schwarzschen Vertauschungssatzes und die Antimetrie

Tis = - D
infolge der Produktregel. Der erste Index i 136t sich mit den Metrikgrdfen
St 0= <tmoty> und gim:= <k lm> herauf- bzw. herunterziehen gemaB {s. S. 24f).
Die Christoffelsymbole lassen sich aus den Metrikkoeffizienten berechnen mittels
der Beziehung:

g = Hogyloet » aguhadi - g lagi] -

Es ergibt sich dann beispielsweise fir den Gradienten eines Vektorfeldes

gradv = v@®V
(vt ® afadi)ki
iladity ® ki + of aufadi @ W

= Jumladi b ® ki + o Tty @ Ki
= (aumfagi + v Tmy) tn ® ki
= vty ® ki,

ein Tensorfeld mit den Komponenten vm|; bez. der gemischten Basis, wobei die
b i blei als Al zu verstehen ist far:

= aumfagi + v Tmy;

Die Divergenz von v istdann e .

Aufgrund des inneren Produkts von V kdnnen
Volumenelement

dV = «l = ¢ A& A ... AE

einfihren. Betrachten wir nunim
vom KELLOGG (5.85) normales Gebiet 8 C E (abgeschlossen, it std
Rand dB ). Wir bezeichnen in einem Punkt z € dB eines glatten Randstdcks das

wir mittels einer Orientierung das

" :snalen Euklidischen Raum ein im Sinne
ckweise glattem
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vektorielle Oberflachenelement mit do . Es sei beziglic nach aulen hin
ktorielle Oberflsich I t mit do . E: b lich dB h auBen h

$5.2: Satz von Gau8
| Sei B ein endliches normales Gebieti i
. in E mit Rand dB , Vol

dV und auBerem Flachenelement do . eumeneiement
mm_m.s a n_:.n_.mzumo}m-mmmxm_mlo_n . v differenzierbares Vektorfeld
._ T differenzierbares Tensorfeld. Dann gelten: .
_H |

fygrada dV = [_ado

Jydive dV = [ <v,do>
I, divT dV = [, T(do}

_’ T divl T(v)] @V = [_ <T(v),do>.

Wir werden spiiter noch das Fund.
folgenden Version b

I-Lemma der P
{s..e.g.,SIMONYI, S.62) :

ialtheorie in der

§5.3: Sei v Vektorfeld m.:, einem endlichen normalen Gebiet 8 in E und r der
Ortsvektor. Dann gilt far das Vektorfeld

1

a(x) = - — — y

8 fr-x]

4n av

dberallin 8 die Gleichung

divgrada(x) = v(x) .
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Dbersicht zu Euklidischen Mannigfaltigkeiten

differenzierbare Euklidischer Raum

Mannigfaltigkeit M E

i e

konstitutive Struktur

-

Karten (U.®) Metrik d: ExE - R
e

differenzierbare Struktur Translationsraum V/
(Atlas) mitinnerem Produkt <>

abgeleitete Konzepte

: v
Tangentialraum T.M O_..m<m§oﬂf .”_ : wm Ma Y
i agt eine diff.-ba
tangentialraum T.°M tri
s globale Karte durch BZS

Gaulsche Basen :
{afay} ¢ TM {afap} c V
{dp} cT.'M {upisay c Vv

e

Euklidische Mannigfaltigkeiten

e ——m V

Wy B ar fagi

; .
ddi 1 dpildr

damit ergeben sich
T.E = T."E = V ,inneres Produkt <>

Tangentialbondel TE = ExV
inneres Produkt auf A*(T.E)
Stern-Operator =: A+H(TE) = Ank(T,E)
e TE— T,E

Euklidischer Parallelismus 1

Teil Il: Grundlagen der Kontinuumsmechanik

6. Materielle Kdrper

Mit dem bisher erarbeiteten Ristzeug ist es nun lapidar, die erste und
grundlegende physikalische GréBe zu definieren:

u A,D6.1: Ein (materieller) Kérper ist eine

* kompakte
* normale (s. 5. 64)
 orientierte (s.$.52)
* dreidimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit 8 mitRand dB.Die Elemente von 8
heiBen materielle Punkte oder Kérperpunkte. im Innern von 8 sei eine
positive integrierbare Differential-3-Form dm ausgezeichnet, die
Massenelement heiBt. Die 2ahl m, := f, dm heiBt Massevon B

Eine Menge 8, heiBt Teilkdrpervon 8, falls gelten:

1.) B,c8;

2.} B, istKorper;

3.) die Massenelemente von B und 8, fallenim Innern von 8,
zusammen.

. Diese Definition, die gleichzeitig auch den Charakter eines Axioms trigt,
beinhaltet die Kontinuums-Hypothese. Danach ist es im Rahmen der Kontinuums-
mechanik nicht méglich, den Karper als endliche oder abzéhibare Menge von
Massenpunkten zu betrachten. Vielmehr wird der Kdrper ein endliches Raumgebiet
kontinuierlich ausfiitlen (das Konzept der Plazierungen des folgenden Abschnittes
wird das leisten).

Es wurde mehrfach versucht, allgemein Korper als Ausschnitt des Universums
darzustellen (s. NOLL 1959, 1973, GURTIN/ WILLIAMS/ ZIEMER). In NOLY VIRGA wird
mit den fit regions ein mathematisches Konzept von Kérpergebieten vorgeschlagen.
”_.o.n»n Thearien sind formal recht aufwendig, inshesandere in maBtheoretischer
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Hinsicht. Wir wallen uns an dieser Stelle mit diesem Hinweis cmm:ou.m? da &me
Konzepte fur die lokalen Untersuchungen, wie wir sie vorhaben, nicht benétigt

werden.

Da wir uns auf kompakte Kérper eingeschrankt haben, betrachten i.: also :E.;
das Universum als Ganzes, sondern einen recht willkorlich :ma.cmumﬂ_.:_nm:n: Teil.
Dieses Schnittprinzip ist grundlegend fiir die gesamte Mechanik. HAMEL (1922, 5. 5)
un.:.m._w pm.“u“s groBe englische Naturphilosoph Bacon of Verulam sprach es um 1600

aus: "Man misse die Natur zerschneiden.” Als Ganzes wdren uns *..muH .mw_m

Naturerscheinungen unversténdlich, sie wéren so kompliziert und ot

daB der Mensch bald jeden Versuch eines Verstandnisses aufgeben miofite...”.

Auch NEWTON schreibt bereits 1687 (S. 380): y )
“Farner lernen wir aus den Erscheinungen, daB sich wechselseitig berahrende

Teilchen getrennt werden kénnen.”

7. Intrinsische Beschreibung von Deformationen
3 Empfohlene Literatur: NOLL (1972), KRAWIETZ
| 74 Plazierungen

In der nicht-relativistischen Kontinuumsmechanik wird der Raum unserer
physikalischen Anschauung durch den dreidimensionalen Euklidischen Raum P
modelliert. Dies deckt sich mit den zwei Postulaten, die man ablicherweise dem
klassischen Raum-Begriff abverlangt {s. TROSTEL, 1981,5.73):

* Homogenitat: es gibtin ihm keine a priori ausgezeichneten Punkte;

* Isotrapie: es gibtin ihm keine a priori ausgezeichneten Richtungen.

Dabei soll “a priori” bedeuten: bevor wir in ihm materielle Kérper einbetten. Denn:
beinhaltet der Raum bereits einen Kérper, so ist indest dessen M.
mittelpunkt ausgezeichnet, sowie die Richtung aufdiesen hin.

4 Man mag nun einwenden, daB wir das Kunststiick zu realisieren versuchten,
zunéchst den Raum zu evakuieren, um seine a priori-Struktur zu vermessen.
Dies ist jedoch nicht gemeint. Wir postulieren lediglich, daB die Euklidische Struktur
von den Massenverteilungen unabhangig ist. Konkret: da8 der Abstand Zweier
Raumpunkte unabhéngig von der Materie in und um diese Punkte ist. Diese
Annahme kann in der Re! ie nicht mehr aufrechterhalten werden.

Wir haben unabhsngig vom Raum den materiellen Korper definiert. Diese
beiden Objekte werden durch das Konzept der Plazierung miteinander in Beziechung
gesetzt: die Korper werden im Raum plaziert.

Mathematisch gesehen ist eine Plazierung eine Einbettung der Mannigfaltigkeit
Kérper in den dreidimensionalen Euklidischen Raum, ebenfalls als differenzierbare
Mannigfaltigkeit aufgefaBt. Dabei soll es keine Oberlappungen, Knicke, Risse o. &.
geben, was durch die Einschrankungen (£7) bis (E5) sichergestelit wird.

D7.1: Eine Einbettung einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit 8 in eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit £ ist eine Abbildung
x: 8B F

mit folgende Eigenschaften:
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(EN: x ist injektiv;

(E2): =B ist requlére Untermannigfaltigkeit von E,

d. h. die Abbildung

k: B —-uB ck ) -
ist homdomorph (stetig und offen) bez. der $purtopologie von E auf x(@8).

(E3): x und x* sind einmal stetig differenzierbar;

(£4): das Differential van & ,d. h.diedurch x iminnern von w,:acummnm

Abbildung der Tang sume

Ky := K|y : TxB - TunE = v

ist injektiv fur alle inneren Punkte X € B\dB;

(€5): B wird unter £ in ein normales Gebiet von E abgebildet.

he Definitionen

esen, daB es in der Literatur unterschiedlic|

Es sei darauf hingewi richied
b 1 nicht Gber

von Einbettungen gibt, die also mit der hier geg L
brauchen. Beispielsweise fordern wir nicht, daB x von derKlasse C” ist.

itfarential (wie auch die Differentialformen, 2. B.

ticherweise das Di .
e amen and o8 des Kdrpers fort, so daB die Felder auf

das Massenelement) glatt aufden R
ganz B erklart werden kdnnen.

2 ne Plazierungsk! K Korpers ine nicht-leere Menge von
se K des pers B iste nicl ere g
D72 Ei la ungskias:

Einbettungen von B inden dr
genannt Plazierungen, mit den Eigenschaften:

{£6): alle Plazierungen haben die gleiche Orientierung;
2 .
d.h.sind x,x,€ K ,sogilt fur die Funktionaldeterminante des

Plazierungswechsels Gberall im Innern des K&rpers Je,x,t > 0.

ssen gegenuber orientierungstreuen Isometrien

: K eschio: i .
0 e ist k€ K und o lsometrie des E mit

Am»m:,ruauma:_n&:rmzo:m3. d.h,
positiver Funktionaldeterminante, 5o ist auch ax €K..

¢ Iso(TxB.T.f) einer Plazierung heit

Das Differential Kx := %, ?

\azi g des Korp | ts in X
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_ i Mit (E4) folgt aus Dimensiansgriinden, daB das Differential Kx und das
Kodifferential Kx* bijektivsind. Betrachtet man X als variabel auf B , so bildet K
ein Feld linearer Abbildungen.

_ Jede Plazierung x induziert auf 8 eine Metrik ¢, durch

ddXY) := dg (x{X)%(¥)} VXY€B,

dabeiist d» die Metrik des E . 4, ist natiirlich invariant gegen Isometrien, d. h.
wenn x,x €K istund x x* auf E* zu einer | ie fortgesetzt Jen kann,
folgt oy, = dy, -

Wir gehen im weiteren davon aus, daB jeder Kérper eine Plazierungsklasse
besitzt, die wir als kbrper-individuelle betrachten. Sie beinhaltet - grob gesagt - die
Deformationsmdglichkeiten des Korpers. Es gibt Theorien von Kérpertypen, deren
f Deformatiansméglichkeiten eingeschrankt sind (durch sog. innere Zwangs-

bedingungen, s. Kap. 18); Inkomp ibilitgt, Undehnbarkeit in besti)
B Richtungen, und als Extremfall Starrheit sind hierfar Beispiele. Die Abgeschlossen-
heit der Plazierungsklasse gegeniiber Starrkérpermodifikationen trigt der Tatsache
Rechnung, daB solche Deformati i L nicht von der Lage des Kérpers
im Raum abhéngen.

Ist {d¢} positiv-orientierte Gradientenbasis einer Karte von B , 50 kénnen wir
das Massenelement auch ausdriicken durch

dm = p, d! AdE A ddS .
Mittels einer Plazierung kann man esin das Plazierungsgebiet des Kbrpers schieben
dmy = (e, k) K(dgl) n K*{(dd2)n K*(dod) .

Wir orientieren nun das Volumenelement dv auf P derart, daB Gberall die

Beziehung
pri= *dm,/edV > 0

gilt. Dabei heiBt das positive Skalarfeld px auf (B} c B die (Massen-) Dichte in der
Plazierung x . Sie ist unabhiingig von der verwendeten Karte. Mittels « kann man
den Definitionsbereich der Dichte auch auf den Kdrper selbst transformieren, falls
dies bendtigt wird (s. intrinsische Beschreibungsweise, Abschnitt 10.1). Sie ist aber

nur im Zusammenhang mit einer Plazierung erklirt. Die Masse wie auch das
Massenelement hingegen wurden intrinsisch erklart, also unabhéngig von der

R IeE

f

.-“M
i




72 §7 i von it 57 o ioung von Def )

plazierung, weil man in der klassischen Mechanik die Konstanz der Masse unterstellt Bei dieser Definition wurde die kanonische Identifikation 7,6 = T,*E = ¥

{Massenerhaltung). benutat.
§7.5: Die Konfiguration Gy des Kérperelementsin X ist ein inneres Prod ukt
fir TxB ,d. h. symmetrisch und positiv-definit.
7.2 Konfigurationen B: Symmetrie: Gx* = (Kx* Kx)* = Kxy" Ky = Gy

Positive Definitheit:

Als nichstes wollen wir den Begriff der Konfiguration (nach NOLL 1972) Gy ist das zuriickgezogene innere Produkt von V , denn mit ., €Tx8 und
einfahren. Dabei werden wir hnlich vorgehen wie bei den Plazierungen, die erst v, o= Kalt, ) gilt
global, also fiir den ganzen Korper, und dann lokal, also fur jedes einzelne Kérper- A

VL,V = A_nk?.v.-nk?nvv = <t Kyt Rylt)> = <t,Gylt)> .
element definiert wurden. f . \ y
! Aus der Definitheitseigenschaft eines Skalarproduktes folgt

Nach unserer Vorstellung verdndert man die Verformungen, die ein Kérper <v,v> ist nicht negativ fiir vveV .
erleidet, nicht durch Gberlagerte starrkérpermodifikationen (Isometrien). Zur a K 58 o
Beschreibung von Verformungen sind also die Plazierungen selbst nicht geeignet. 8 xnu_._m:_u (E4) injektiv ist, ist der Kern von Ky gleich dem Nullelement von
X0 4. n.

Wir fasern deshalb die Plazierungen nach starrkdrpermodifikationen und nennen

. . v = Kg(t)
die entstandenen Klassen Konfigurationen. x(t) = o - t=0].

: i : : P Damit ist auch G, iti )
Dazu fihren wir auf der Menge der Plazierungen eine Aquivalenzrelation ein: x positiv-defi ®

D7.3: Seien x,k €K, sodefinierenwir . ) ..
By §7.6: Geh&ren zwei Plazierungen von B derselben Konfiguration von 8 an, so

K,~X,: KE" 158t sich zu einer lsometrie auf F* fortsetzen. sind die Konfigurationen aller X ¢ B8 gleich.

i i aglich ~ heiBen Konfigurationen des - Sei .
Die Aquivalenzklassen von K bezaglich heiBe! 9 B: .mm_m: X, x, € K derart, daB x x 7 aufganz F zu einer Isometrie « fortsetzbar
Karpers. ist. Dann ist nach Satz 5 5.1 a. firalle X ¢ B arthogonal,d. h. 0. o = Iy . Nun
ist wegen der Kettenregel firalle X ¢ &
Das bedeutet gleichzeitig: zwei Plazierungen gehéren genau dann derselben .
i ‘ =t ! . i sch sind ) = Kax Eafy = Ky Kx',
Konfiguration an, wenn die induzierten Metriken auf B identisch sind. also gilt:
Kx Kx' Kx™ Kx* = Iy
D7.4: Sei Ky Plazierung des Korperelementesin X € B. » Ky K= Kg* Ky
Die Konfiguration des Kdrperl tes in X ist die Abbildung .
G = Gx VYXe¢B.[§
Gy: TxB —» Tx*B
definiert durch 51.7:

Gehéren zwei Plazierungen von B derselben Konfiguration von B an, so

Gy 1= Ky* Kx. . . i .
X x* Kx sind die Massendichten far alle x ¢ B beider Plazierungen gleich.
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B: Folgtin Zusammenhang mit (E6) aus der Tatsache, daB bei orientierungs-
treuen isometrien die Funktionaldeterminante den Wert 1 hat. =

Die Konfiguration Gx des Massenelementes induziert also auf dem
Tangentialraum TxB ein skalarprodukt. Damit kénnen wir Winkel und Langen von

Tangentialvektoren messen:

feff:= V<t t> vieTB,

At ) = arccos <t t,> /{fitl e Vit =o0€TxB,

also (lokale) Deformationsg trie betreiben. Diese Beschreibung der
Deformation heiBt intrinsisch. Sie wurde - obwohl naheliegend und von der
mathematischen Seite schon 1angst ausgereift - erst 1972 explizit von NOLL in die
Rationale Mechanik eingefihrt und hat wegen ihrer Abstraktheit erst wenig
Verbreitung gefunden. Wesentlich verbrei ist die Bezug hreibung, wie sie
im nichsten Kapite! dargestellt wird.

WALTER NOLL 1925-

73 Intrinsische Beschreibungsweise in Koordinaten

Eor konkrete Rechnungen benstigt man die Darstellungen aller dieser GrdB8en in
Basis- und Koordinatensystemen.

Sei (Uy,4) eine Karte der Umgebung Uy eines materiellen Punktes X € B .

Deren Koordinaten

p=pid:Ux—>R i=1238

heiBen materielle Koordinaten.

Der Tangentialraum TyB in X an B hat die natdrliche Basis {3/a¢:} und der
Kotangentialraum die duale Basis {de} - B

57 insis i £ .
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‘ w.u .?_..v xwoo&iﬂm:&ﬂmﬂ des F. Wir berechnen dann in jedem Punkt des
oordinatenbereichs die Tangentenbasis {t; = ar /oy i i is {xi
_ ) o is oy} und die Gradientenbasis {ki

<tj,km> = §;m |
SeixeK:
K. B->F
Plazierung. Dann ist die induzierte Abbild! i
g der Tar Irsume i i
von & nachSatz§ 4.7 g das Differential
Ky := kaly = olyix &7)/ap) 4®dpi= &, 4@ dpi: TxB — V vXeB.

[#4] ist eine 3 x 3-Matrix mit Rang 5. Sei

v=waleTyB,
Kx(v) = & 4@ dpi (Walap) = kjui € V.

Speziell werden die Basisvektoren a/a ..
/api € TxB abgebildet in die drei linear-
unabhingigen Vektoren gebildetin die drei linear

Kxlo/ad) = & & ,
die den Raum V aufspannen.

Die Duale Kx* zu Ky ist definiertdurch

<Kx(v),u> = <v,Ky*(0)> VveTxB, YvueV,

L Mit
~ istdann V=W, usunkn, Kpt = B dpOY
<Kx(M.u> = <kl ;@ doi (W 3/ady} , up kim> = ke iy,
= <v,Kx*(w)> = <wi 3/ , h*d dpi @y {um k) > = k¥m vi 4y,
Demnach ist

Kx* = & ddpi®t .

Die Konfiguration Gx von X ¢ 8 berechnet sich zu
Gx:= Kxy* Kx = (W4 dpi@t) (hmtm @ ) = My gim k™ df ® di

Einen interessanten Spezialfall erhilt man, wi i
, wenn man die Koordinat
} und {gi} so wahit, daB erayseme

H
i
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pE b o @ 8. Bezogene Beschreibung von Deformationen
wird. Das bedeutet, daB ein materieller Punkt intrinsisch und in der Plazierung x Empfohlene Literatur: GURTIN (1881), KRAWIETZ, LEIGH, TRUESDELL/ NOLL, WANG/ TRUESDELL

dieselben Koordinatenwerte hat. Dann werden

R, = 8 o Ky = ®dp

Gx = gin 44! ® dom 8.1 Bezugsplazierung

besonders einfach. Wegen der Freiheit in der Koordinatenwah! 148t sich dieser
Spezialfall immer erzeugen. Eine weitaus verbreitetere Beschreibungsweise von Deformationen als die
f intrinsische ist die bezogene. Dabei wird eine spezielle Plazierung x, € K des Kérpers
Jm Abschnitt 8.6 wird als wichtiges Beispiel einer Deformatian die einfache i als Bezugsplazierung willkorlich ausgezeichnet. Es wird nicht gefordert, daB x,
Scherung beschrieben. E.oqsn:v. jemals <w3 Kdrper n_:um_.._o.:.sm.. wurde oder <<.=¢_ im Gegensatz .u..__.
| Plazierung selbst, die zur U heidung M. pl. g wird.
| GroBen, die sich auf die Bezugsplazierung bezieh den mit dem Suffix “Null”
gekennzeichnet. Die Bezugsplazierungen der Kdrperel bilden das Tensorfeld

analag zur Dichte einer Plazierung definiert man die Dichte der
Bezugsplazierung g, , einem iberall positiven Skalarfeld.

intrinsisch

p ung i ung
| im Euklidischen Raum E°
Wir definieren folgende Abbildung, die Verriickung oder lazi g heifit

X s K XK' By » By




78 58 i von

B, := KB} C P : Kérpergebietin der Bezugsplazierung

x(B) cF : Korpergebiet in der Momentanplazierung.

B :

x hat folgende Eigenschaften:
= Bijektivitat (wegen EN;
+ von der Klasse C1 auf 8, (wegen £3);
+ Qrientierungstreue (wegen E6).

Es existiert in B, der Gradient (oder das Differential) von x :
PlXo) = Xalx, = Grad xlx,= %+ Xor” lg,= KxKox' € Aut(V)
¥ X, € By mit X = 1k5M(Xo)

radient. Es ist Oblich, die Differentialoperatoren, die sich auf

genannt Deformationsg
Roi) und diejenigen bez. By kiein (grad, div,

B, bezichen, groB zu schreiben (Grad, Div,

30.
Es gilt wegen der Orientierungstreue von uberall detF > 0 .

Seien dv und dV, die Volumenelementedes E inder Plazierung x bzw.in der
Bezugsplazierung x, . Da sich die Volumenelemente lokal mit der Funktional-
Determinante der Verriickung x transtormieren {s. 5. 34):

dV = detF dV,,
gitt fiir die Dichten wegen der Massenerhaltung (dm, = dm, = dm)

pe 1= *dm [ edV , po 1= odm [ *dVq

ﬁ ]

Gr v X € B die

Nach Einfithrung eines Bezugspunktes o € F bildet man f

Ortsvektoren
rolX) 1= +0,KolX)>

und
©(x) 1= 0,x(X)»
und definiert ihre Differenz alsden Verschiebungsvektor

wlX) = ©lX) - rold) = FKo(X), K (X)
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intrinsisch

im Euklidischen Raum E*

3&&»3 transformiert man sein intrinsisches Argument X gemaB X = xq'(X,) in
die Bezugsplazierung und erhait das Vektorfeld

wiXo) : = r (K (Xo)} - X,
Dessen Differential _ rols )

H{Xo} := Gred u{Xo) = F{Xo) - 1 € LintV, W)

heifit Verschiek di

der Wahl des Bezugspunktes.

hl u{X,) alsauch H(X,} sind unabhiingig von

Durch F{X,} wird tokal die Deplazierung des Korperl gegeniiber seiner
Bezugsplazierung beschrieben, also die Deformation sowie Starrkérper-

: Dreh Dies wird durch den folgenden wichtigen Satz

deutlich:

$8.1:  Satz vonder polaren Zerlegung (FINGER 1892}
Sei V endlich-dimensionaler Vektorraum mit innerem Produkt.
Dann |38t sich jeder invertierbare Tensor F € Aut(V) auf zwei Arten
eindeutig multiplikativ zerlegen:

F=RU=VR

mit R € Ortr¥)
U, Ve Sym* (VW)
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3) Ebenso zeigt man, da

B: 1)Sei F invertierbar und B:=FF' = B ¢ Sym"(V.V)

und

C:=F'F =» C*'=F'F=C Vis VB ¢ Sym* v
»  <Clv),v> = <F*F{¥),v> = Aﬂ&.w?w >0 . N ”n._u_“m”ﬂ—\m_._::n - R := V' F ¢ Ort(V)
i i d positiv-definit. C hat dann eine Spektral
Also st ¢ symmetrisch und posi und daB die Zerlegung F = V R* eindeutig ist.
= i u;®u; .
€= B hudw 4) Noch zu zeigen: R =R
mit u; Eigenvektor zum Eigenwert }; > ¢ .?..u. bildet eine Orthonormalbasis. MRy e BBy
C hat eine eindeutige positiv-definite sy he Wurzel
Da R* € Ort{V) und R™ V R* ¢ Sym*(V,V) sind, folgt wegen der Eindeutigkeit
U= B, VO u®y € Sym*(v.v) , der Zerlegung: R = R*. &
sodaBl
v=UU=C.
Sei £ Da det F positiv ist, istauch R orientierungstreu. Denn
R:=FU’' . |
D itt detF = detRdetU >0 @ detR = +1
ann gi
RR* = FU' U™ F
= F(UY)? F* Wir bezeichnen mit &; die Eigenvektoren von v , die mit denjenigen von B
= F{u)+ F* 2usammenfallen. Man erhslt damit folgende
=FC*'F
= FF1F7'* F* Darstellungen fiir ,
=1
den rechten Streckungstensor U= M.. V) u,®y; € Sym*(V.v)
- R € Orti(V) .

2) Eindeutigkeit: den rechten Cauchy-Green-Tensor C= M.. X u®u; € Symt(v.v)

= F=RU =RU, den linken Streckungstensor V=X, VOO ®E; € Sym* (Vv
mit
R, , R, € OrtiV) i o
den linken Cauchy-Green-Tensor B =3, \u®f € Sym*(V.v)
u,, U, € Sym*(V.V) ¢ A ui®u;
F*=U*R*=UYR'=U*R’ den Deformationsgradienten F =X, VO)i®u €AutV)
nd =U "R =0U"R"=4 5
F*F=U R'RU =07 dessen Drehungs-Anteil R =3 a8y € ot (V)
- = ] T 1 = 1
=U, R’ RU, =1/ mit Rlu) = &
-» U =0,
i AUGUSTIN LOUIS CAUCHY 1789 - 1857
- = R, . .

GEORGE GREEN 1793 - 1841
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Die geometrische Deutung der polaren Zerlegung ist folgende:
Man kann die Deformation des Tangentialraumes in einem Kaérperpunkt auffassen
als
» 2unéchst einer reinen Drehung mit R und einer anschlieBenden Verzerrung
ohne mittlere Drehung mit v, oder
e einer Verzerrung ohne mittlere Drehung mit U und einer anschlieBenden reinen

H=-@

¥
u v
Yu, Vir e,
R
(-P. u,
Andere in der Li ver dete Deformati Qe sind folgend
der Verschiebungsgradient H=F-1 € LIV, vy ,
der Greensche Tensor D9 := HC- 1) = HH+ W+ HEH)
€ Sym(v.vy ,
der Almansische Tensor ph = 31 - BY) ¢ Sym(V.v) ,
der Henckysche Tensor D' ie V= $inB= 33, Inh) 68
€ Symv.v} ,
der Elachenkonfigurations-Tensor DY := det ¥ F* € AutV) .

(5.5.173)
EMILIC ALMANSI 1869 - 1948

HEINRICH HENCKY 1885 - 1951 B

Alle diese Tensoren sind - global betrachtet - Felder auf dem deplazierten
Kérper. Der Ubersichtlichkeit halber haben wir das Ortsargument unterdriickt und
dies auch so beibehalten bei unseren lokalen Betrachtungen.

Fallen Bezugs- und M. plazierung

dann werden einige
VerzerrungsmaBe zu ldentitét:

F=R= U= V= B=C= D'=a 1,

wihrend die folgenden Null werden

H=D°=D*'=D"=0

8.2 Zusammenhange zwischen intrinsischer und b
Beschreibungsweise

Eswaren
F = KK,*

der Deformationsgradient und
G:= K*K

die Konfiguration des Massenelementes. Wir nennen nun

Go:= Ko* Ko
Bezugs-Konfiguration . Daraus folgen dann

B = K Gs' K*

C = Ko™ G K,*
G =Ks* CKo= Ko* F*F K, .

Seien p« die Massendichte in x und p, diejenige in x,. Dann gilt {s. 5. 78}

Polox = detF = detU = detV = Vdet C = Vdet B = Vet (GGo”) = V (A A1)



84 §8 i von Defe
83 Wechsel der Bezugsplazierung

DieGréBen ¥ ,R,U,C,V, B, H, G ,usw. hingen von der willkdrlich
gewdhiten Bezugsplazierung ab. Wir wollen deshalb untersuchen, wie sie sich beim
Wechsel der Bezugsplazierung transformieren.

intrinsisch
Kot
Kq2

Bezugs-
plazierung 1

ezugs-
plazierung 2

im & Momentanplazierung

Seien deshalb x,, und x,, zwei Bezugsplazierungen. Dann ist
Kot Kozt Boz =+ Boy
der Wechsel der Bezugsplazierung. Auf B,; existiert der Gradient als
P := Grod (ks Kor') = Koy Koz -

Nach der K gel ergeben sich folgende Transformati der

Deformationstensoren
F; = /1P
H;=F-I=FKP-1=HiP+P-I
C=F, F,=PCP

By= F F* = By PPy, .
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wihrend die intrinsische Konfiguration G invariant gegen Wechsel der Bezugs-
plazierung ist, da sie nicht van ihr abh&ngt. Dies macht den entscheidenden Vorteil
der Verwendung intrinsischer Konfigurationen aus,

84 Bezogene Beschreibungsweise in Koordinaten

Seien {97} und {4y} beliebige Koordi y in B, bzw. B, (oderin £)
mit den GauBschen Basen

ton i= arlaphk = alapk
ki te dpifde = dgi
bzw.

tya = ar/agh = afagh
kyi := dyifdr = dyt

und den Metrikkoeffizienten

Sphm '3 <bopytypn>
8o¥ 1= <l kyt>

Hyglem 1= <tgh,tgm>
Byt 1= <kl kyl>.

Die Verriickung wird global beschrieben durch:
X:=XK¥E':FPFD>8 - 8 cP
mitden Koordinatenfunktionen (s. 5. 48, 49)

T:=poyx¢': R'D $(B) » &
(41.02.4%) — gi.
Der Gradient von x ist der Deformationsgradient:
Fi= Xu=GradXx : V-V
mit der Darstellung gem. $ 4.7:

F o= axb(01,08,0%) /300 tyy ® ki
Damit folgen

LI (X S VE R R R
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B = FF* = axk/ap axm/odt <kyikyl> toy ® tym Da wir in der Wahl der Koordinatensysteme frei sind, lassen sich diese Spezialfélle
= axk /agi axm /3P gl tys © tym immer.erzeugen.

C=F F = axh/api oxm/ad! <tyr,tym> kof @ ky!
= axk /ot axm/odf gygrm koi O kgl

8.5 Kleine Verformungen

Es gibt zwei interessante Spezialfdlle:
£in MaB fiir die GréBe von Verformungen (= Verzerrungen und Drehungen) ist

1) B, und B, werden bez. eines Koordinatensystems beschrieben: die Norm des Verschiebungsgradienten:

L e:= [[H| = VepHHY .
-» i = by
- Ky = Kyl s Man gelangt zur Theorie kleiner Ver gen (g iiber einer besti |

Bezugsplazierung), wenn man alle Terme von der GrdBenordnung =* gegeniber

was die Rechnung vereinfacht. linearen vernachlissigt. Dies soll nun prazisiert werden.

2 . hleppte K di hier werden die Funktionen x; trivial: Seien U und V normierte Vektarrdume und s
¢ = x@ 42,4 f:U >V !
physikalische Interpretation: ein materieller Punkt hat in beiden Plazierungen eine Funktion (es reichte, wenn 7 auf einer Nullumgebung in U definiert wére). X

T

Dann heiBt 7 von der Ordnung ¢ , falls
time o (|| /() ]| /) = 0

Koordi te . Hier wird ax# /a¢é zur Einheitsmatrix [6%] . F ist
jedoch weiterhin nicht-trivial, da riumlich zwischen ¢ und i unterschieden
werden muB und damit auch zwischen den naturlichen Basen {ted . {t} und
{xy} . {ky/} . Es gelten die besonders einfachen Darstellungen:

fiir alle Nultfolgen gilt. Wir schreiben in diesem Falle i

F =ty ®ky flH) = 0.
B = gl tyi @ 2Zwei Funktionen
Boll tyi @ byt fgilU =V
B = gt kyi ® kgl
sind gleich von der Ordnung ¢ , falls ihre Differenz von der Ordnung ¢ ist:
C = ggi kyf @ k¢!
C' = gyl i ® ty f=g : f-g=0.
D8 = ${C- 1) = d{gga - goi) kyf B k!
#(C-1) = ¥logn - soid 1o Wir definieren den linearisierten hen Ver g

D* = 41 - BY) = 3 lagir - goid) ke' O ko' .
E(H) := $(H + HY = D%H) ¢ Sym(V.V)

_ d.h. D° und D* haben dieselben Matri pré i als Diff

e der Metrikkoeffizienten beziglich der unterschiedlichen Basen. thm kommt eine groBe praktische Bedeutung zu, da er linear in den Verschiebungen

ist. Es gilt




88 58 ibung|von)

E(H) = O.

stellt man den Verschiehungsvektor bez. einer Orthonormalbasis {e} darals
u = uie; ,s0hat E bez. {e;®¢;} die Komponenten

el = §{3uifoxi + duilaxd) .

$8.2: in der Theorie kleiner Verformungen gelten folgende Beziehungen:

1) R=1+ J(H-H") =T-}rotu x1
2) Us [+E=V
3) U'= I-E = V'
4) CaBal+ 2E
5) C'xB'=1-2E
6) Fl=l-H
)] detU = detV = detF = 1 + spE
8) detB = detC = 1 + 2apE
9) D' = (! +epE) [ - H*
D= ${C-0)
= C=2D"+1=2E+1
U=E+I,weil Ur:=C 2.1
U' = 1-E,weil 0'U = 1 3.1
R=FU's(I+HU-B)=I1+4H-H)=1+dxI

mit § := -4 rotu (s.S.35,62) [§}]
V=RUR*'= (1 +dxDU+E{1-¢xD=I+E 2.2, (3.2)
U= V:iz=BsC 2]
C'C=(I+ 2B)(1-2E) =1 5
FFPa+H{E-W=1 6)

Seien d; die Eigenwertevon D% .
detU = det(f + D% = (1 +d) (1 +d) {7 +4d)

a1+ gpD® = detV = 1 + spE [¥)]
detC = detU® = {I + spEF = 1 + 2¢pE 8)
D' := detF F* = (I 4+ spE) (1 - H*)
= (1 +spE}1 - H* 9 3]
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Bei kleinen Verformungen benutzt man meistens E als (linearen)
Deformationstensor und dessen Spur als Ma8 fir die Volumenanderung, denn

fo/px = 1 + epE
oder
pxlpo = 1-8pE = 1- {px-pod/po
und schlieBlich
(pc=po)/pa = pE .

Wir wollen schlieBlich noch den lokalen Drehungs-Anteil von ¥ bei kleinen
Deformationen genauer betrachten. Es 48t fir jedes orthogonale R mit positiver
Determinante eine Orthonormalbasis {e;} derartfinden, daB R bez. {ei®e;} die
folgende Komp ymatrix besitzt:

cosd -zing 0 1 ] 0 o -¢ 0
sing cosd 0| = | o0 1 0 + "¢ o o
0 0 1 o 0 1 o o o

weil cosd = 1 und sing = ¢ sind. Vergleichen wir dies mit dem Ergebnis des vorigen
Satzes unter (1), so sehen wir, daf die letzte Matrix $ x I mit ¢= dpe; reprasentiert.
Man beachte, daB kleine Defarmationen nicht nur kieine Dehnungen, sondern auch
kleine Drehungen impliziert.

8.6 Einfache Scherung

Wir betrachten einen beliebig geformten Kérper, beispielsweise einen Quader,
der in der Bezugsplazierung im Gebiet der kartesischen Koordinaten
#,92,¢? liegt, wihrend die Momentanplazierung durch die kartesischen
Koordinaten y!,y?,y? abgedeckt sei. Die Verriickung sei gegeben durch die
Koordinatenbezichungen

G000 1= phx ¢ R - R

in der Form
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mit der Scherzahl K € B . Fir K = 0 koinzidieren Bezugs- und Momentan-

plazierung.

= o+ K¢?

=
=4

Fiir kartesische Koordinaten falten die GauBischen Basen zu einer Orthogonalbasis
{es} zusammen. Der Deformationsgradient ist gem S. 85:

F=oxi(p!,¢2,40 /3¢ ta®kyi=1+Ko ® ey .

Da er nicht vom Ort abhangt, handelt es sich also um einen homogenen
Deformati sstand. Wegen det F = 1 sind die Dichtenin alten Plazierungen

gleich, sa daB die einfache Scherung die wichtige Eigenschaft besitzt, isochor
I {volumentreu) zu sein. Das Verschiebungsvektorfeld ist hier

us Kdley

i und der Verschiebungsgradient folglich

H=Ke;®ez ,
was durch die Beziehung
F=1+H
verifiziert wird. Man weist mit
FF =1

schnell die Darstellung der Inversen
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F'z=1-Ke;®ep

nach. Um zur polaren Zerlegung von F zu gelangen, bilden wir zunéchst die beiden
Cauchy-Green-Tensoren, nimlich den rechten

C=FF=1+K(e;®es+e8e) +Kes@e

und den linken
B=FF"= 1+ Koy ®es+es®@ep) + KPey®ey

Deren Inversen sind

C'=F'F*=1-K(ey®ez+e;®e;) + CesDes
baw.

B' =F*F' = [-K(e;@eg+8:®e1) + K e3® ey
Weiterhin erhalten wir den Greenschen Verzerrungstensor ais

D7 = HC-1) = 1Ko @ eg+ex®ep) + 1K 02 @ &2
und den Almansischen Tensor

D* = {1-B") = $K(ey @ ep + e, @0y} 3K 2 @ ez
Fiir kleine Deformationen miBte

|k] a1
sein. Bei der Linearisierung des Greenschen Verzerrungstensors verschwindet der
quadratische Ausdruck in ¥ , so daB
E:= 3{H + H*) = 3K(e; @ ez + e3@ ;)
ist. Auch hier erhalt man statt einer Dichtednderung
spE = 0.
Das Eigenwertproblem von C (und U) besteht darin, orthogonale Richtungen u;

zu suchen, fur die

<Flu) , Flu)> = <u;, Clu)> = 0 furi=j

wird. Man rat zunichst ug = ey als Eigenrichtung, womit u; und up durch Drehung
von e, und ey inihrer Ebene erzeugt werden kdnnen. Ist 8 der noch zu
bestimmende Drehwinkel, so sind
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n; =cosBer+sinhep
u = -sinfe; +coshey .
Damit folgt
<uy, Clug)> = K (-in®0 + cos”8) + K* sinB cos@ = 0 ,
sodaB
K = tan@ - cot@ = - 2cot (26)
oder

0= 3arccot{ -3+ K) .

Diese transzendentale Gleichung |18st fOr jedes X ¢ R genau ein ¢ ,das
betragsmaBig zwischen n/# und n/2 liegt. Die zugehdrigen Eigenwerte erhalt man
aus dem Rayleigh-Quotienten, z. B. den ersten
At = <uy, Clug)>/<uy, u;> = cos?6 + 2K cos0sinf + (1 + E¥) 2in®0 .
Setzt man darin fir X obige Beziehung ein, so ergibt sich
A = coa’Q + 28in - 2008 0 + in?0 + (tan’8 - 2 + cot* 6) sin’ @

= {1 + tan*0) sin®@

= {sin*B + cos*0) sin®0 /cor’ @

= tan'f .

Der dritte Eigenwert ist offensichtlich i3 = 1 , und aus der Beziehung

1 =de! F=detC=lihghs
bestimmt man

iz = cot*0 .
Da der Deformationsgradient allgemein die Darstellung
F=25V0) a8y

hat, erhalt man die Eigenvektoren w; von B{und v} vermittels

Flo) = vy u; ,
also
W = VA Flu)
= (1/tan6) [{coa @ + K sin0) oy + sin & og}
= {cos" B/sinB) e + K cos oy + cosf eg
= ginf@e; + cosB ez,
und dazu senkrecht

G = -cosOe; + sinbey.

Zur

des Vorhergehenden fiihren wir den Winkel
8:=20-nl2

€in und berechnen mittels der trigonometrischan Formeln
2sinfcos® = sin20
cos'8~ gin'® = cos28
schlieBlich )
K =

fan6 - cot = (sin'@ - cos*6) /win 0 cos B = - 2 cog 2 Wsin2
- 20020 = - 2uan (n/2 -20) = 2¢an (20 ~u2) = 2uané .

er

Der Winkel, um den der Drehungs-Anteil

R=u;®u
dreht, istder arccos von

<u, L, = cdg,us
= 2sin0cos
= sin20
= gin (§ + a/2)

= cosd ,
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also & selbst. Man sieht, daB bei kleinen Deformationen mit |k| « 1 auchdie
Drehwinke! & klein sein missen: [8] « 1 .

in der Bezugsplazierung sind die meisten der vorangehenden Ausdriicke nur als
Grenzwerte definiert, falls X =0, 8 —» 45°und § > 0 .Fir K = 0 sind alle
Richtungen Eigenrichtungen von B und C .

Far K — = gehen 6 und & nach 90° und uy nach e; ,sowie iy nach e; .

Fir K > 0 und damit ¢ > 45° erhalten wir far die Eigenwerte von vund V

Vi; =tand > I
Vig =cotl <1
Vig = 1

Ist X negativ, so ist das Ergebnis symmetrisch zum vorigen beziiglich der
eg -Achse.

Die physikalische Interpretation ist geméB der polaren Zerlegung folgende:
Die maximal gedehnten Linienelemente (Tangentenvektoren) liegen in der
Momentanplazierung in Richtung von 4, und in der Bezugsplazierung in Richtung
von u; . Die minimal gedehnten, d.h. maximal gestauchten sind diejenigen in
Richtung von &y bzw. ug . Fur verschiedene K handelt es sich dabei auch um ver-
schiedene Linienelemente.

Wiirde man in der Bezugsplazierung auf den Kérper in der {&1.4s} -Ebene einen
Einheits-Kreis malen, so wirde sich dieser wihrend der Scherung in eine Ellipse mit
den Hauptradien V1; und Vi verformen, deren Hauptachsen 4; und oz wiéren.
Markierte man ihre Richtungen auf dem Korper, so gingen diese bei der
Riickdeformation in die Ausgangslage (K = 0) in diejeni von u; baw. u; Gber.

Das Beispiel wird auf 5. 113 fortgesetzt.
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9. Raum - Zeit - Kontinuum
Empfohlene Literatur: WANG/ TRUESDELL, TRUESDELL, NOLL {1967)

91 Zeit

Bisher haben wir nur einzelne “disk * Deformati beschrieben. Da aber
zeitliche Ablaufe in der Mechanik eine grundlegende Rolle spielen, sell nun auch die
Zeit nehen dem Raum als fundamentale unabhéngige Variable axiomatisch einge-
fihrt werden, und zwar, shnlich dem physikalischen Raum, als Kontinuum. Wir
denken uns in der nicht-relativistischen Mechanik Zeit und Raum als unabhingig
vaneinander : die Zeit soll an allen Orten gleich ablaufen.

D9:1:  Die Zeit ist ein eindimensionaler orientierter Euklidischer Raum T .

Die Orientierung sei positiv fir in die Zukunft gerichtete Translationen. Der Eins-
Abstand zweier Zeitpunkte hei3t Zeiteinheit.

D9.2:  Ein positiv-orientiertes normiertes Bezugssystem (0, {e}) in T heiBt Uhr.

kt beriihmter Ma
d. In der physikali

Dabei ist es Oblich, als Bezugspunkt 0 den Gebur
{warum nicht Frauen?) zu wihlen, z. B. ). Christus, Moh
Welt jedoch gibt es keinen ausgezeichneten Bezugspunkt.

hen

Die positive Orientierung van e soll bewirken, daB fir : € T
reld) AER
fir >0 spatere Zeitpunkte als: und fir A<o frihere beschreibt.
lede Uhr induziert eine orientierte Isometrie
U: TR
t T = R0,

(Zeit-Koordinate). Werden zwei Uhren U, = (0,,{e}}, U, = (0,, {e}) verwendet, so
138t sich der Uhrenwechsel als affine Abbildung
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U, U : R - R

= 1=

5= TQ».T- f .|=~L|v Te..e~l+ Ta~.~|vn Wt

mit der Konstanten 7, := +0,,0,—+ € R darstellen. Das Differential des Uhren-
wechselsist (U, U,"). = 1 €R .

Sei V ein normierter Vektorraum und

[TV

eine vektorwertige Zeitfunktion. Dann ist die Zeitableitung, falls existent, definiert
durch{s.54.7)

£l 1= alf UVl 101= digs(f U, .

Transformieren wir die Zeitableitung wieder auf T zuriick, so ist

16 = alu@d).

Verwendet man zwei Uhren, so ist die Zeitableitung unabh&ngig von der benutzten
Uhr, wie es auch Zeitdifferenzen sind.

9.2 Raum-Zeit-Kontinuum

Wir haben den Raum als dreidimensionalen Euklidischen Raum und die Zeit
unabhingig davon als eindimensionalen Euklidischen Raum eingefihrt. Um
Bewegungen von Kdrpern zu beschreiben, miissen beide Konzepte miteinander in
Beziehung gebracht werden.

Dafiir haben wir den geometrischen Begriff Biznde! zum zentralen Konzept
gewahlt. Wenn, wie in unserem Falle, Basis und Fasern eines Bindels Euklidisch sind
{ohne P. wires h

Nalol: 3 Llich aondel

Anschaulich gesprochen gehen wir davon aus, daB wir von dem Raum samt
Kérper zu jedem Zeitpunkt fotogrammetrische Aufnahmen machen kénnen. Jede
Aufnahme entspricht einer Biindelfaser. Wir protakollieren zu jeder Aufnahme m.m:
Aufnahme-Zeitpunkt (FuBpunkt). Die Zeit ist damit der Basisraum des E:.ao_m. Wir
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kénnen auf jeder Aufnahme riumliche Entfernungen messen und zwischen den
Aufnahmen zeitliche Abstande bestimmen. Raumliche Entfernungen zwischen nicht-
gleichzeitigen Punkten sind jedoch ohne den Beobachter-Begriff des néchsten
Abschnitts nicht definiert.

Da der Basisraum und die Faserraume als metrische auch Topologien tragen, kann
man mit deren Hilfe auch das Biindel topologisieren. Wir werden dies jedoch nicht
tun, da die itbliche Biindel-Topologie in physikalischer Hinsicht zu grobist.

D9.3:  Als (Newtonsches) Raum-Zeit-Konti (Ereigniswelt) bezeichnen wir ein

| Euklidisches Faserbiindel € mit der Zeit T als Basisraum, der Zeitpunkt-

| projektion n und dem dreidimensionalen orientierten Euklidischen Raum
F als typischer Faser.

Ein Element aus € heiBt (raum-zeitliches) Ereignis; ein Schnitt
g: T C

des Raum-Zeit-Kontinuums hei3t Bahn.
Letztere [aBt sich deuten als zeitabhingige Folge von Ereignissen,

Wir wollen uns 2unéchst klarmachen, welche Metriken durch die Metriken von T
und & in € induziert werden.

Einmal kénnen wir die Metrik des B
zuriickziehen:

T als Quasimetrik ar auf €

At{x,y) := n{z) - nly)] xy€C.
Wirnennen A Zeitdifferenz der Ereignisse = und y . Istsie Null, so heiBen die
Ereignisse simultan. Da die Mengen der simultanen Ereignisse gerade den
Faserrdumen E,:= n'(y) entsprechen, heiBen jene auch Simultanraume. Da diese
isomorph zur typischen Faser £ sein sollen, sind die Simultanraume ebenfalis

d he R&ume. Man kann das Raum-Zeit-Kontinuum nun
auch als die disjunkte Vereinigung der Simultanraume auffassen € = U,.rE und
den Wert einer Bahn als das Ereignis gio ¢ EcC.

Da jeder Simultanraum Euklidisch ist, trégt er eine Metrik 4 , genannt rdumlicher
Abstand der simultanen Ereignisse. Man beachte, daB for nicht-simultane Ereignisse
eine Zeitdifferenz, nicht jedoch ein raumlicher Abstand erklirt sind. Das Bindel € ist

A Bertram
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also kein metrischer und schon gar kein Euklidischer Raum, und tragt zunéchst auch
keine differenzierbare Struktur oder einen kanonischen Parallefismus.

9.3 Beobachter

Bisher sind das Raum-Zeit-Kontinuum € und die Menge Tx £ beziglich ihrer
Euklidischen Teilstrukturen zwar isomorph, es ist jedoch kein Isomorphismus
ausgezeichnet. Bei dem folgenden Begriff handelt es sich um einen soichen
willkarlichen isomorphismus.

Zeitpunkt-
projektion n
. By
m. Zeitachse

Raum-
Zei
Kontinuum €

Beobachter-
abbildung ¢

Beobachter- A —_— 1]
raum £

D9.4: Sei C Raum-Zeit-Kontinuum, T die 2eit, £ typische Faser, genannt
Beobachterraum. Dann ist ein Beobachter § eine bijektive Abbildung

£: C— TxE,
so daB S E ) = 1y
ist, und auf den Fasern

glg,: Ep— (6.6

faralle ¢ ¢ T isometrisch und orientierungstreu sind.
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Es gibt offensichtlich unendlich viele Beobachter, darunter aber keinen, der
ausgezeichnet ist.

Wie bereits angedeutet, kann man einen Beobachter § immer dadurch
konstituieren, daB auf jeder Faser E, := n'(;) eine zeitabhingige Abbildung aufden
Beobachterraum

,: E,» P veeT

h

geg wird, die i isch und orientierungstreu ist. Dann ist némlich

) := (a0}, by ()

eine Beobachterabbildung. Wenn wir spéter & auch auf Ereignisse anwenden, so
wird das Bundel € als disjunkte Vereinigung seiner Fasern E, aufgefat. Damit
mussen die Argumente von g aus E c C sein.

Mit Hilfe eines Beobachters knnen wir nun auch den rdumlichen Abstand zweier
Ereignisse einfahren, die nicht simultan stattfinden:

Seien z,y € C ,so05ei
di(r9) 1= d(Eage) (&), at O)) -
Dieser Abstand ist offensichtlich beobachterabhéngig.

Eine Bahn g heiflt raumfest beziiglich des Beobachters & , falls

Ep:To> TxEP
im zweiten Ausgang konstant ist, d. h. es existiertein y ¢ £,s0dafl
(ty) = § B vieT.
Die Menge der raumf Bahnen beziglich eines Rah ist offenbar isch

isomorph zum £, aber fiir jeden Beobachter auf andere Weise.

it b
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9.4 Geschwindigkeit und Beschleunigung

D9.5: Sei & ein Beobachter des Raum-Zeit-Kontinuums C.Sei V der
Translationsraum des F und g Bahn. Sei p die Projektion

p:TxF - P,
und o¢ E BZP,soist
) 1= -0, p & Bl TV

eine Abbildung, deren Zeitablei y erklart sind {s. 5. 96). Ist sie aus C*,
so heiBt
wi=rg: TV
Geschwindigkeit der Bahn p beziglich des Beobachters§ . Ist sie aus C*,
sa heiit
b= = : T = V
L]
Beschleunigung der Bahn g b lich & .

Es sei betont, daB beide Begriffe nur bezglich eines Beobachters definiert
sind. Wir werden spater sehen, wie sie sich bei differenzierbaren Beobachter-
wechseln transformieren. Man macht sich auBerdem klar, daB vy und b nichtvom
BZP abhéngen.

9.5 Bezugssysteme im Raum-Zeit-Kontinuum

kann man sich dadurch beschaffen, da8 man
1.) far T eine Uhr wihit, und
2.) folgend Ben in den Simul E, BZSe konstruiert:
- man wihlitin £ einBezugssystem {o,{e})
- man wahit einen Beobachter € und
- zieht mit & das BZS in die Simuttanrdume zurick:

o) := &'(0) veeT
egld) := E7(0) , & e0)» i=1,2,3

Dann sind {ogd , {esf0 }) BZSe in den Simultanrdumen E, , die die Eigenschaft
haben, b {d

ich des Beobachters & fest zu sein { gen der Index §).
XY
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Bezuglich eines anderen Beobachters sind diese BZSe nicht notwendig raumfest.
Man kann natiirlich auch unabhiéngig von Beobachtern BZSe fir € konstruieren.
Man sollte deshalb zwischen den Begriffen Beobachter und BZS unterscheiden.

Man macht sich leicht klar, daB zu einem Beobachter unendlich viele raumfeste
BZSe existieren, und umgekehrt zu einem BZS in € unendlich viele Beobachter,
beziglich derer es die Eigenschaft hat, raumfest zu sein.

Wahrend den Beabachtern in dieser Theorie eine wichtige Bedeutung zukommt,
dienen B2Se lediglich zur einfacheren Handhabung von Euklidischen Rdumen und
Bandeln.

96 ‘Beobachterwechsel

sind deshalb so wichtig, weil die gesamte Kinematik und Dynamik beobachter-
bezogen formuliert werden, ohne daB spezielle Beobachter ausgezeichnetsind.
Eine Ausnahme von diesem Leitsatz bildet lediglich die folgende Einschrankung:

A9.6:  Wirbeschrinken unsim folgenden auf eine derartige Klasse von
Beobachtern, deren Wechsel zweimal stetig differenzierbarsind,
d. h.sind & und ¢ zwei Beobachter, und g eine Bahn, so gelte:

pEBEC » pipec.

Dies kommt der EinfGhrung einer differenzierbaren Struktur auf € gleich, die
aber nicht abgeleitet oder definiert werden kann, sondern als natiirlich gegebene
aufgefaBt werden muB.

Seien.§ und ¢ zwei Beobachter, so heiBt die Bijektion
L& : TxP » TuP

Beobachte: hsel oder he Transf ion. Sie ist auf allen beteiligten
Euklidischer i isch, im Sinne der obigen Annahme diffeomorph und in
den ersten Argumenten die Zeitidentitit Iy . Letzteres legt es nahe, die nicht-triviale
Abbildung

=L § PP
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zu untersuchen. o, ist eine (zeitabhéngige) orientierungstreue Isometrie des & und
induziert gemaB dem Befund von 5 3.4 eine (ebenfalls zeitabhingige) orthogonale
Abbildung @, auf den Translationsraum V des £ durch

Qv = a; v ot vveV,
die
Qlr3,72) = Faa), ady)= Viy€P

leistet. Q, heiBt Drehung des Beobachters ¢ gegentiber § zur Zeit ¢.
Die folgenden Betrachtungen gelten for alle Zeitpunkte 2€T :
$9.7: Seien ot und o) BZPein E, ,die beziiglich der Beobachter § bzw.

raumfest sind. Sei p Bahn. Dann gilt far die Ortsvektoren

rel) = +ELog0) , &8I+
) 1= FLdodn)  &lBi)

die Transformationsgleichung

rdt) = Q) + 8

mit Q¢ Ort*(V) ,der Drehung des Beobachters gegeniber & ,und
8 = Fifodd)  Llogn)» € V.

B: ) := +&logn) L)

o) , Logd)+ + ~&log) , &AB(e) -+

8+ L& Elogn) , LEMELBE) -

a + ~ag&lods) ,a EBE) >

a; + Q- &log) &N -]

a + Q (rt) [

Die inverse Transformation lautet

) = Q*(re) - a) .

v sy
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Raum-Zeit-Kontinuum €

Beobachter

Beobachterraum E3

Man beachte, daB die beiden GrdBen a, und g, im allgemeinen zeitabhangig
sind. Infolge der vorher getroffenen Diff ierbarkei rahme der B hter-
wechsel (A 9.6) sind auch o, und @, von derKlasse C. Die Ortsvektoren rgft) und
rif#) sind von der Differenzierbarkeitsklasse ¢!, i =0,1,2 , falls p § p bezlglich eines

beliebigen Beobachters § mindestens von der Klasse C* ist.

L

Es laBt sich schnell zeigen, daB s, vom BZP abhingt, nicht jedach a; und Q.

Durch zeitliche Ableitung der Ortsvektaren erhalten wir nun sehr einfach die

Transfor ionsgleichungen fir die Geschwindigkeiten und hleunigungen
vild = @)
)

= Qv + a7 + Q (vl8)
= Qlvl) + &' + Q QM (rle) - a)
Q; Q.* ist fiir orthoganale Tensoren antimetrisch, denn
"= (@@ =@/Q"+ Q" = Q" + (") =0.

ionsfa | fr die Geschwil

Damit erhalten wir die wichtige Transfor
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vil) = Qlvil) + &’ + wix {reld) - &)

wobei die Antimetrie von Q,; Q,* € Skw(V,V) ausgenutzt wurde, um die
Winkelgeschwindigkeit der Beobachter zueinander
we = daxi(Q Q)

einzufithren (s. S. 34). Man beachte, daf8 vl , v{) und @ nicht van der Wahl der
Bezugspunkte abhingen, und demzufolge die beiden ersten Terme in der Summe

auch nicht.
Die inverse Transformatian lautet dann
vil) = Q*lveld - 8/ - Q)]
= @ Tveld) - ) - QFQQ (refd) - w) .

Zur weiteren zeitlichen Differentiation benétigen wir die Ableitung w, . Dazu
uberlegt man sich, daB

wixe = Q)
leisten soll. Demnach ist

wixe = QU@ + QT
= QU + QTG

= @ QM) - wyx{wyx-).

Wir werden auBerdem die folgende Regel benutzen:

QQ'P = Q" e = - Q@ QU™ = - @7
Damit erhalten wir dann die Transformation der Beschleunigung

belt) = () = vl
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bt = vl
= Qb)) + a7 + 2Qc(vd) + Q (rtt))
= Qb)) + 8,7 -2(QrQM(reth) - 8 + 2QIQ (vt} - a0 )+ QQF(reld) - @)
= Qfbgld) + o + 2QIQ™ (rlt) - 1) +2Q7Q (vl - 8¢ )+ Q7 QH(yll) - w)

= Qb)) + 87 + wix(rld - &) + 2wx(vglt) - a7) - wex[wex (rlt) - 2]

b)) = Q) + a7 + wix(rl) - @) + 2wixQulugld) + wix [wyx(rdt) - 8]

mitder

- Relativbeschleunigung: Qdby(n)

« T lationsbeschl i ] "

- Winkelbeschleunigung: we X(xgft) - a)
- Coriolisbeschleunigung: 2wy x Qy{ve(e))

p igung wex [wex(rg) - w)]

GUSTAVE G. CORIOLIS 1792 - 1843
Man beachte, daB auch die Beschleunigung vom Beobachter, nicht jedoch vom
verwendeten B2S abhéngt.

Die Relativbeschleunigung wird als objektiver Anteil der Beschleunigung

Transformation bezeichnet, wéhrend der (zeitabhangige) Restvektor

ori= 8"+ wox(rl) - 8) + 2wxQveld) + wex[we () - 29)
= 8"+ w x(rf) - @) + 2wex(veld - a¢) - wyx [wex(r0 - 0))]

folglich den nicht-objektiven Anteil der Beschleunigungs-Transformation darstellt.

Diejenigen Beobachterwechsel, fir die grundsatzlich letzterer Anteil nicht auftritt,
bilden die Galilei-Transformationen.

GALILEO GALILE] 1564 - 1642
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D98: Eine Euklidische Transformation ¢ &' helBt Galilei-Transformation, falls far
alle ci-Bahnen zu allen Zeiten :€T e, = o ist und sich somit die

Reschl . hiakti e

miert:

byl = Qibela) -

5§9.9: Ein Beobachterwechse! ist genau dann Galilei-Transformation, falls fizr alle
teT giltt: o und Q sind zeitlich konstant.

B: GemaB der Transformations-Formel ist die Beschleunig beliebiger Bat
genau dann objektiv, falls e = o faraile r;, v ¢ V. Sei
-y=0, vp= @ - B =0
re-8 =0, vpE O = W= O
r -8 o - W, = 0.
Daraus folgt sofort die zeitliche Konstanz von a; und Q;.
Die Umkehrung des Satzes ist trivial. =

Die Euklidischen Transformationen bilden beziglich der Hintereinander-
schaltung eine Gruppe, die die Galilei-Transformationen als Untergruppe enthalt.

Die Galilei-Transformationen induzieren auf der Menge der Beobachter eine .
Aquivalenz-Relation ~ :zwei Beobachter Z und § heiBen aquivalent, falls { §' eine
Galilei-Transformation ist.

D9.10: Die Aquivalenzklassen von Beobachtern b lich ~ heiBen Ne h
Beobachtersysteme.

ISAAC NEWTON 1543 -1727
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10. Bewegungen von Kdrpern

Empfohlene Literatur: WANG/ TRUESDELL, TROSTEL (1985 1)

Wir haben bisher einerseits diskrete Plazierungen von Kérpern betrachtet und
andererseits raum-zeitliche Bewegungen von Punkten (Bahnen). Im Konzept
Bewegungen von Kérpern wird nun beides miteinander inigt: ei its ist jede
Momentaufnabme eine Plazierung, andererseits beschreibt jeder materielle Punkt
des Kdrpers eine Bahn im Raum-Zeit-Kontinuum.

D10.1: Sei B Korperund T die Zeit. Eine Bewegung des Kdrpers ist eine
Abbildung

x:Tx8->C,
sodaB8
1) Ky:= &{(.X): T = C
firalle x ¢ B eine Bahn ist, die bezdglich aller Beobachter zweimal
stetig differenzierbar ist;
2) x:=x(t): 8 » E,cC

firalle ¢ € T inder Plazierungsklasse K des Krpers ist.

DaB die Bewegungen auf dem unendlichen Zeitkonti definiert d
soll uns hier nicht beunruhigen, da wir uns in Abschnitt 10.7 auf zeitlich endliche
Bewegungen beschrénken werden. Es bleiben alle Ausfilhrungen sinngeméB richtig,
wenn man far T ein endliches offenes Zeitintervall nimmt.

Man beachte, daB die Bewegung des Kérpers - wie vorherschon die Bahn -
beobachterunabhingig definiert wurde. Um Kinematik zu betreiben, schalten wir
einer B: gung eine Beoback bbildung & nach und erhalten

K:=Ex: Tx 8 > TxFP
mit der Identitat im Zeitargument, oder for einen festen Zeitpunkt te T

Eg:i= §K: B o F
X x.
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Da x, in der Plazierungsklasse des Kérpers K ist, die abgeschlossen gegen
orientierungstreue Isometrien ist, und & eine solche ist, gehdrt auch x4 zur
Plazierungsklasse.

i ist also die Bewegung des Kdrpers fir den Beobachter §.Damit kdnnen wir
wie im Kapitel 8 Verzerrungsgeometrie im Euklidischen Raum betreiben. Dabei
héngen alle DeformationsgroBien i. allg. von der Zeit, der Bewegung und dem
Beobachter ab. Wir den die Beobact bhangigkeit spéter ul h
Zunichst betrachten wir alle GroBen beziglich eines beliebigen, aber festgewdhlten
Beobachters §.

Zunichst die intrinsischen GréBen:
Das Differential der Bewegung x fir den Beabachter £ istdas zeit- und
artsabhangige Tensorfeld der Plazierungen der Korperelemente, dasin X € 8
Keft,X) := Kde|x: TxB > V
leistet. Die Konfiguration der Kérperel in X €8 ist
GeltX) := Ke(eX)* KeX) : TxB —» Tx"B .
Die Dichte ist ein zeit- und ortsabhangiges positives Skalarfeld

pife, %)

definiert in Analogie zu S. 71. Wir werden spater zeigen, daB G und p; nichtvom
Beabachter abhangen, also Euklidisch invariant sind.

Nun zu den bezogenen Gré8en.
\Wir wihlen dazu eine feste, aber beliebige Bezugsplazierung, die grundsatzlich for
den jeweiligen Beobachter raumfest sein soll. Dies kann man immer derart
bewerkstelligen, da8 man eine spezielle Plazierung xo; € K auszeichnet und als x,
diejenige Bewegung definiert, fur die

o= b ¥o: 8 = Bt
Xt+s X,

ist mit dem Wertebereich 8o := kq(8) © F . Da & bijektivist, kann man aufldsen
nach
Ko= B Kof .
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Bezugsplazierung

Momentanplazierungen

Es handelt sich fiir den Beobachter g also um eine ruhende Bewegung, d. h. das Bitd
von X € B unter kg istein konstanter Punktdes £ .

Die momentane Verriickung ergibt sich damit zu
Xgi= Rg Koe' 0 PP By » By P
Xa b+ =z

oder, unter Benutzung der Zeit als unabhangiger Variable, zu
X iz Bg Kol Tx By +Tx B

X (x)
mit der Identitat im Zeitarg und dem (zeitabt
Momentanplazierung

gigen) Kdrpergebiet in der

By := g(tB)Cc B .
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Das Differential der Verriickung ist fir jeden Zeitpunkt ¢ € 7 das tensorwertige
Feld des Deformationsgradienten:

FiltXo) = xedtdly, = Gradxilelx, € Autivy.
Die polare Zerlegung
FiltXo) = Re(tXs) UgltXo) = Vi{tXo) ReltXo)
ergibt die zeit- und beobachterabhdngigen Tensorfelder
Ri{tX;) € Ort*(V)
Uglt.X,) € Sym*(V.\)
Vit X)) € Sym*(V.V)
CiltXo) 1= UPleXo) € Sym*(V.v)
Byl Xo) 1= V@t Xo) € Sym*(V.V).

Die and Verzerr! en den sinngemaB definiert (s. 5. 82).

10.4 intrinsische, Eulersche und Lagrangesche Beschreibungsweise

Im folgenden Abschnitt betrachten wir eine Bewegung x eines Korpers B for einen
Beobachter £ bezogen auf eine Bezugsplazierung x, . Wir unterdricken deshalb
den Beobachter-Suffix weitgehend.

intrinsisch

_ im Beobachterraum F
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Dann sind folgende Abbildungen fiir alle ¢ € T bijektiv und differenzierbar:
Ko : B = B, CF
X = X
Kg: B> B cP
X =z
= X K': By - B CF
X, b oz

Dabei kdnnen die Variablen x und X, entweder durch ihre Koordinaten-Tripel

ader nach Einfahrung eines Bezugspunktesim £ durch Ortsvektoren beschrieben
werden.

Eine {(m&glicherweise zeit- und beobachterabhiéingige) Funktion, die auf
* B definiertist, heiBt:

lokale Geschehensfunktion in intrinsischer Darstellung ~ A(tX) ;
* B, definiert ist, heiBt:

lokale Geschehensfunktion in Lagrangesch llung AfeX,) ;
* B, definiert ist, heiBt:
lokale Geschehensfunktion in Eulerscher [ llung Adea) .

Man kann aufgrund der Bijektivitdt von x, , x, und x, die drei Darstellungen
ineinander Gberfihren:

ALLX] = AlLxs"(X0)] = AfeXo)
Alex(a)] = A (s

"

Aex) = ALex (Xl = AfeXo)
ALexdx)] = A(X)

AleX] = Alex/(=)]= AJ(1z)
= Alexo(X)]= AfeX) .

Man beachte, daB x, und x, zeitabhéngig sind, wihrend x, als grundsatzlich

2eitunabhéngig angenommen wurde. Dadurch kdnnen die Funktionen in der
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intrinsischen und Lagrangeschen D: llung zeitabhangig bzw. zeitunabhangig
sein, wihrend sie méglicherweise in der Eulerschen Darstellung umgekehrt
2eitunabhingig bzw. zeitabhangig sind.

Als Beispiel betrachten wir die Geschwindigkeit einer gung. Wir hatten

bereits die Geschwindigkeiten von Bahnen in Abschnitt 9.4 erklart. Da for jede
Bewegung x und jeden K6rperpunkt X ¢ B die Einschrinkung

Ex:=x(-X): T - C

Bahn ist, kénnnen wir deren Geschwindigkeit (bez. des Beobachters £)

g

vx: T — V zu einem Vektorfeld in intrinsischer Darstetlung erweitern

vi: TxB =V
vitx) := vyl = x(¢X) .

mit

Die Lagrangesche Darstellung ist
vt Xo) = vitga{Xo)] = xTerMXMN = x'(8X0)
und die Eulersche Darstellung
v(ta) = vlex )],
die unabhangig von der Wahl der Bezugsplazierung ist (wie schon v, selbst). Wie

bereits gezeigt, ist die Geschwindigkeit beobact bhangig, in welcher D flung
auch immer sie vorliegt.

Von v, kdnnen wir bei festgehal Zeitden lokal di 1 bilden und

erhalten den Gesct

Lyt3) := grad <-¢..v_u € Linv,y) .

Auch er ist beobachterabhangig. Eine Bezugsplazierung geht in seine Definition
allerdings nicht ein.

Man zerlegt L, additiv (Cauchy-Stokesscher Zerlegungssatz)
Ltz) = D(ex) + 2(12)
in seinen symmetrischen Anteil

D(tx) := #[Lfex) + L) € SymV.v) .
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Vi havindink e

den Verzerrungsg , und seinen antimetrischen Anteil

B {1x) = 3L(e0) - L ()] € SkwivV),
den Wirbeltensor. Sein axialer Vektor ist der Wirbelvektor

@, (tx) i= axilL (e2)] = - frotv fez) € V.

Als Beispiel setzen wir die einfache Scherung von Abschnitt 8.6 fort.
FaBt mandarin K alsdifferenzierbare Zeitfunktion auf, so handelt es sich um eine
Bewegung des Kdrpers. Die Geschwindigkeit ergibt sich als

wed?) = K- dfer = vltd) = Kyl o
und deren rdumlicher Gradient zu
L(}) := gradv, = K" e; @ ez,

also rdumlich konstant. Dessen symmetrischer Teil ist der

Verzereur 1sor

D() = 1K' (e;® ez + €2 ® 0y)

mitden Haup Zerrungs- hwindigkeits-Achsen

9

v; = 1IV2 (e + ouv
vp = 1IV2 {eg - 0g)
Vg = 83 ,

die die Richtungen derjenigen Linienel igen, die momentan am
schnellsten gedehnt (v;) bzw. gestaucht (vg) werden (s. Zeichnung $.93).
Der antimetrische Teil von L entspricht dem Wirbeltensor
) = 4K {e; @ ep-e3 @ ;)

und dem Wirbelvektor

o) i= Yasi L{) = ~Jrotv==-3K"e3 ,

derdier e mittlere V

windigkeit der Linienel angibt.
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10.2 Transportgleichung in lokaler Form

Wir nehmen an, daB eine Geschehensfunktion in Lagrangescher Darstellung
A{t,Xo) in beiden Argumenten einmal partiell differenzierbar ist:

RNG AR ATURE A Xo)l,
GrodA{tXo) = aM(tXo)/aX, Aedelx, = A1X) @9,

Dieselbe Geschehensfunktion hat dann in der Eulerschen Darstellung nach der
Ket gel die Zeitablei

M) i= ahfea) /ot + A (en) oz ax(eXo) /ot
= aA(tx) 7t + grad A{ex) v(1Xo)
-
AJex) = ahfex) /ot + grod A (15) v (ex)
Welche algebraische Verknipf ischen dem Gradi und v (tx)
angewendet werden muB, hangt von der Wertigkeitvon A ab. Man nennt
At substantielle Anderung
a2 tae lokale Anderung

grad A{t) v{tx) konvektive Anderung.

OSBORNE REYNOLDS 1842 - 1912

Dies ist die Reynoldssche T porgleichung in der lokalen Form, wonach die
zeitliche Anderung einer lokalen Geschehensfunktion in der Euferschen Darstellung,
die substantieile Anderung, sich aus der lokalen Anderung und der
Anderung infolge Zufuhr von Teilchen, der konvektiven Anderung (lat. convehi :
bewegen, befdrdern). Verschwindet die lokale Anderung, so heifit A, stationdr.

Im Vorangegangenen ist durch die Klein- und Gro8schreibung des Gradienten
unterschieden worden, ob die Eulersche oder die Lagrangesche Darstellung nach der
Ortsvariablen differenziert wurde. Bei den Nablas haben wir durch die Suffizes die

beiden Z hinge unterschieden. Die Transformation wird durch die
Kettenregel determiniert:
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Grad Mt Xo) = aM{tX}/oXs = A(LX)®@Y,
= aAfeados amdX)/aKy = [A{Lx) ®VIF = gradhfex) F

Welche algebraische Verknupfung zwischen dem Gradienten und F angewendet
werden muB, hingt wiederum von der Wertigkeitvon A ab. Fiir eine vektor-
wertige Funktion handelt es sich beispielsweise um die Hintereinanderschaltung von
Tensoren.

Umgekehrt erhélt man

grad v-?u- = ()l = »-T.uv®<n
= Nt X)aX, ax(}ax = [N(EXI® VI = GradM(6Xo) B,

das heiBt formal
v, = F*(9,)
9, = FHIU(Y).
im folgenden betrachten wir einige Beispiel fiir Geschehensfunktionen
(s. TROSTEL, 1985 1).

Beispiel 1.
Seidie hehensfunktion die Bewegung bez. des Beobachters selbst:

AltX) w xeleX)
- AtXo) = mltrs'(Xo)] = x(1.Xo)

- Al = melerg'@] = 5.

Die Eulersche Darstellung der Bewegung ist also zeitunabhéingig die Identitatim
i g Fiir die sub ielle Anderung der Bewegung erhalten wir die
Geschwindigkeit

A(eXo) = vt Xo)
Az} = 3x/at + grad(z} vits) = 0+ _?-Fu: = v{tz)
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Beispiel 2.
Sei die Geschehensfunktion das Geschwindigkeitsfeld:
A{LX) = vt X)
- V.?.uv = <-?\v
- MeXo) = wfeXa) .

Im folgenden sind die Orts- und Zeitargumente unterdriickt.

L:= gradv, = Gradv, F'
= Grad(x) F* = (Gradx) F' = F F'

und mit
F= KKy
- F = K K
ist
L= KK'KK = KK'.
Es war
G:= K* K
- G =K"K+K K.
G’ heiBtintrinsische Verzerrungsgeschwindigkeit. Damit erhalten wir

D = 3L+ LY
= 3K K' + K% K*)

+K* (K" K + K* K) K'

= $K'* G K

= HF F + F'"F)

= 4P (FF + PO
= PR P

= 4FC F1.

Esist klar, daB alle diese Tensorfelder intrinsisch, auf Eulersche oder

Lagrangesche Weise dargestellt jen kdnnen.
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Beispiel 3.
Sei die Geschehensfunktion die M

dichte in der Mi lazierung.

AX) s pleX)
- AU = pltn
- MEXD) = pleXo) -

Analog existieren die drei Darstellungen for die Dichte p, in der Bezugsplazierung,
die nur in der Eulerschen Darstellung zeitabhéngig sein kann.

Wir hatten bereits auf $.78 gesehen, wie sich die Dichte zwischen Momentan- und
Bezugsplazierung transformiert. Mit der Rechenregel fiir das Differential der
Determinante eines zeitabhangigen Tensors

ddet F{t)) = det F sp(F’ F') dt

ist dann die substantielle Anderung

o/ = -(pop)/ p* = -0’/ p) detF
= (det FY = det F opiF'F") = det FspL

Nun ist aber
spl = opD = dive,,

womit die lokale Massenbilanz in der Euferschen Darstellung gilt

P+ E.:d- =0. (LMB)

Andererseits gilt nach der Transportgleichung

o = dp, it + <gradp,,v,>

und damit * b
¥p,/at + <grad g, v, >+ p, dive, = 0

= ap,lat + &..?-dnv =0.

10.3 Transportgleichung in integraler Form

Sei B Korperund dB dessen Oberfliche. Seien B, bzw. dB, die entsprechenden

gen in der M: pl ung und B, bzw. dB, diejenigen inder
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Bezugsplazierung. Sei auBerdem A eine lokale Geschehensfunktion, die in 8 und
damit auch in B; und B, beziiglich des Massenelementes integrierbar sei. Dann
heiBt das Integral

Atz [y A, dm,
global hehensfunktion. Dabei wollen wir im weiteren grundsétzlich davon
ausgehen, daB far Teilkérper 8 die prechende globale Geschehensfunktion
A= [g A, dm
ist. S
Umgekehrt ist der Obergang von einer globalen Geschehensfunktion zu einer

lokalen nach dem Satz von Radon-Nikodym der MaBtheorie (s., e. g., TOLSTOW
5.271 ) nur dann méglich, wenn A o-additiv und absolutstetig beziglich des

| ist. Die (i ) spezifische lokale hehensfunktion A istdann
lediglich fast aberail eindeutig, d.h. bis auf Mengen, die masselos sind, wie auf
singuléren Punkten oder Flichen.

Damit wollen wir einer Eigenschaft einer Geschehensfunktion das Pradikat
aberall verleihen, falls
a) bei lokalen Geschehensfunktionen die Eigenschaft fast dberall im Kdrpergebiet
gilt, oder
b) bei globalen hehensfunktionen die Eig haft far den Kérper und alle seine

Teilkérper gilt.

Mit der K zdes M | in und g ung
(unabhangig von der gewdhiten Darstellung)
dm= pdV = dmg = podVs

) e alobal Hah £,

folgt fir o-additive und ab g rktionen

A = [, Ndmz= g, Ndmg = Sau X PoydVor -

(R s R, 1

Damit haben wir das Integral in die zei gig gsp
transformiert, wodurch sich sein Wert nicht &ndert. Das hat den Vorteil, daB wir bei
Zeitableitungen unter dem Integralzeichen differenzieren kdnnen:

A = dldt (g, N dmo} = fg A dmoy
= [y A dm = [y [aA,/at + grad A, v, 1 dm,

= fp Lalaplar - Aap, /ot + (A ® Vv p) - divlv, p) A 1 @V, -
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d

Hierauf wir den GauBschen Satz (S 5.2) an und erhalten nach Einsetzen
der lokalen Massenbilanz (s. LMB $.117) mit dem duBeren Flichenelement do, in der

Momentanplazierung die Reynoldssche Transportgleichungin derinteg Form

A = fg (A p) o dV, + [, 0.h, <V dog>

wonach sich die Anderung der global Geschehensfunkti aus einem
1 Produkti m und dem Transport durch die Oberfléiche nahrt. Darin
I ifische Form der lokalen Geschehensfunktion.

ist p, A, die

Wir hatten am Anfang dieses Abschnitts das Integrationsgebiet in der Euferschen
Darstellung als das momentan vom K&rper eing e gebiet erkldrt. Da
an keiner Stelle benutzt wurde, daB dies auch fiir andere als den betrachteten
Zeitpunkt gelten soll, 18Bt sich das Gebiet auch als raumlich festes oder beliebig

bewegtes raumliches Kontrollgebiet erkiéren.

Wir wollen die Transportgleichung wieder auf einige Bespiele anwenden.

Beispiel 1. Sei
=1,
so ist N
mg e Az [ (1) dmg
die Masse vom Korper 8 ,und

m(B) = 0= A= [ (1) dmg = fyd0,/8 dVy + 5, Py <V dog>

die integrale Form der bilanz mit dem flachenspezifischen M
durch die Oberflache:
Pe < Vg1 d0,/fdo 1 > .

Beispiel 2. Sei
ro LA~ S

D10.2: Sei vyt.x) das Geschwindigkeitsfeld eines Krpers B wahrend einer
Bewegung x bez. des Beobachters § zur Zeit:. Dann heiBt der Vektor

igt) := [y velt.x) dm, €V
Impuls.
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Er ist beobachterabhingig wie schon das Geschwindigkeitsfeld. For die zeitliche
Ableitung des Impulses giit

i = Jg, Vg dimo = [y, b dmg

= [ bt dmo= Jg, 0(v,p /8t AV, + [40,p,V, <Vedo> .

Beispiel 3.
Sei rg{x) der Orsvektorvon z € By bez. eines BZPs o ¢ P, der raumfest bez. des
Beobachters sei. Mit

Ay = T X Vg

erhalten wir:

D10.3:  Sei vl,2) das Geschwindigkeitsfeld eines Kérpers B wihrend einer
Bewegung x bez. des Beobachters £ zurZeit + und o ¢ £’ Dann heift
der Vektor

doilt) i= [y rtlx) x voilt,x) dm, €V

Drali (oder Drehimpuls) bez. o .
Der Drall ist ebenfalls beobachterabhingig. Die zeitliche Anderung des Drails ist:

dot’ = fp, (v % vg + rg x v} dmgy = Jp, v x by dmg,
= Jg Pt X byg dm =[5 a(rg X v p,) /8 AV, + [yn PyTel X Vy <V d0,> .
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sind ein wichtiger und i ter Spezialfall allgemeiner Bewegungen, der
dadurch gekennzeichnet ist, daB zwei beliebige Karperpunkte einen zeitlich
konstanten Abstand haben. Oder: Starrkdrperbewegungen kénnen zu zeit-

abhingigen Isometrien auf ganz E* fortgesetzt werden. Dies soll prézisiert werden:

i s
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Sei Kk eine Bewegung bez. eines Beobachters § und =, x," firalle ¢, €T zu
einer Isometrie auf £ fortsetzbar, so ist diese Eigenschaft sicherlich beobachter-
unabhiéngig. Wir wihlen fur ein beliebiges, festgewihltes ¢, € T

Ko = x(tg,)
als Bezugsplazierung. Dann ist die Verriickung
X o= Ky Kog' = § Ky K57 &7

ebenfalls for alle Zeiten zu einer Isometrie auf E* forisetzbar.

Nach Satz 5 3.4 gilt, daB x,; eine orthogonale Abbildung Ry ¢ Ort(V)
determiniert, die fir zwei beliebige Punkte x,, ¥, € B, folgendes leistet:

X (Xe) X (Yo)» = RulrXo Vo).

Als praktisch erweist sich die Benutzung von Qrtsvektoren. Isto € E* ein
beziglich § raumfester Bezugspunkt und

ro(Xo):= ro,Xo
und
HeXo):= 0, 24(Xa)» |
so gilt
HLYo) -r(tXo) = Fxg(Xo)xg(Yo)» = Ry leol¥o) - ro(Xo)] -

Ry entspricht dem Deformationsgradienten Fi(tX,) (nach S 3.4 und § 5.1), der fir
Starrkdrperbewegungen also mit seinem orthogonalen Anteil {nach der polaren
Zerlegung) zusammenfilit, wihrend die Streckt en alle Ei sind.

2Zur Ermittlung der Geschwindigkeit von v, bilden wir die Zeitableitung

vYs) = Ryglro{Yo) - rolXo)] + r(.Xo)
= v(tYo) = Ry Rele(t, Vo) - e(tXo)] + vl Xo) .

Die Verkniipfung Ry Ry* ist antimetrisch, so daB

VLYo = ag x [el¥o) - £t X} + v(e,Xo) (EGF)
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mit
g = 4 axi[Rg Re*l

ist. Dies ist die Eulersch hwindigkeitstormel fir Starrkdrperbewegungen.
Danach ist das Geschwindigkeitsfeld einer solchen zu jedem Zeitpunkt durch die
Geschwindigkeit eines beliebigen Referenzpunktes X, zuziglich einer Winkel-

geschwindigkeit um X, darstellbar. Da Ry von der Wahl der Punkte X, und Y,
unabhaingig ist, ist wg; fur jede Starrkdrperbewegung und jeden Beobachter auch

nur eine reine Zeitfunktion.

LEONHARD EULER 1707 - 1783

wihlen wir namlich ein X,” ¢ B, ,so erhalten wir durch zweimalige Anwendung
der Formel
vieYo) = wg x [r{ Vo) - (e Xo)] + v(iXo)
Wt Xo) = g x e Xe") - et Xl + v(tXo) .

Wird die zweite Gleichung nach +(1,X,) aufgelst und in die erste eingesetzt, so
verbleibt
vitYd) = aygx (LYo} - (e X )] + vt Xo7) -

Das gesamte Geschwindigkeitsfeld wird also determiniert durch das
zeitabhangige Vektor-Paar {v{tX.), wx} , wobei lediglich der erste Vektor vom
Referenzpunkt abhingt. Auf der Menge dieser Paare kann man eine Aquivalenz-
retation einfchren:

{olixs) . ou} ~ {v XY @} -
og % [r(e,Yo) - r{t X))l + v{eXg) = wg'x (et Yo -t Xo N +v {6X.') ¥ Yo € By,

was offenbar aguivalent ist zu den beiden Vektorgleichungen
og = oy
v{eXe) = g x [e{tXs") -r{eXo) + vitXo)

Die Aquivalenzklassen bez. ~ heiBen Motoren. VON MISES hat die Eigenschaften
dieser Objekte studiert (s.a. POVSTENKO, HEINZ), die zu einer eleganten
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Formulierung der Starrkérperdynamik fahren. Wir wolten jedoch hier diesen
Formalismus nicht einfhren, da van ihm keine prinzipietl netien Ergebnisse zu
erwarten sind.

Die Matoren sind natarlich beobachterabhéngig. Die Euklidischen
Transformationen von v werden in Abschnitt 9.6 gezeigt, die von  in 10.6.

Der Geschwindigkeitsgradient
L:= gradv, = D + @ = Ry Rg*

ist bei Starrkarperbewegungen insgesamt antimetrisch, womit sein

Verzerr hwindig il B grundsitzlich Null ist. AuBerdem ist die Spur
von L Null, dadie Starrkérperbewegungen generell isochor sind. Der Wirbelvektor
f4llt mit der Winkelgeschwindigkeit zusammen, ist also hier rdumlich konstant.

Die h&heren k-fachen Gradienten
v () @9t
sind Nullfelder fir k=2 .

10.5 Starrkérpermodifikationen

einer Bewegung x,, erhalt man, wenn man ihr eine orientierungstreue zeitlich
zweimal differenzierbare Isometrie o, des F nachschaltet. Das Resultat

Ky i= @ Ky
ist wieder eine Bewegung desselben Korpers. Dessen Differential ist nach §5.1
K, = Xyo = Qe Ko = R K,

: s
mit
€ Ort*(V) .

R:= am
Betrachten wir einen Punkt X ¢ B und einen Zeitpunkt ¢ € T, so gilt nach
571.6:
Gx = Gx,
da die Konfiguration des materiellen Elementes invariant gegen Starrkdper-
modifikati 1 ist, eb. dichte, und natirlich auch alle
Zeitableitungen der Konfigurationen Gx' , Gx™,

wie die
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intrinsisch
By
Beobachter-
Raum
£

\\
K
.—f

..... ar
Wir betrachten nun fiir einen festen Zeitpunkt und einen Beobachter die )
A plazierungen und eine & lazierung x, . Dann ergeben sich die
beiden Verrickungen zu

X = XK'

.
Xy = Ky X! s @ KT =0 X
und deren Gradienten zu
F, := ' Gradx,
und
F,:= GradX, = Grada, Gradx, = R F,.

.
Die polaren Zerlegungen liefern
F,=V,R =R U,
F,=V,R,=R,U=R RU=RVR,,

womit
R, =R R,
U, =10,

V,=R V, R .

§10 Bewegungen von Kdrpern

geschlossen werden. Bildet man die héheren Gradienten
F, ® v/
fur k22, i = 1,2, 50 folgt wegen der raumlichen Konstanz von R

F,®9%' = R(F,379.

Fiir die GeschwindigkeitsgréBen erhalt man dann

L =F F’=R L R*+ R R*

D, =R D, R*
2 =R 2 R*+ R R*

w = Rle) +o
mit

@ = }axi(R'R*) .

Diese Transformationen &hneln formal denjenigen unter Beobachterwechsel des
folgenden Abschnitts, obwohi es sich aber physil h um zwei wohl
bare Ph&nomene handelt.

10.6 Bewegungen fir verschiedene Beobachter

hahancfonkt:

dieses Kapitels mithilfe eines Beobachters

h

Da die mei Gesc
eingefihrt wurden, bleibt die Aufgabe, ihr Transfor
Beobachterwechseln zu untersuchen.

ol
halten g

Erinnern wir uns: zwei Beobachter £ und £ ergeben zu jedem Zeitpunkt den

Beobachterwechsel
a: =L’ PP,

ine orientierungstreue lsometrie des Beabacht: Diese induziert die zeit-,
aber nicht ortsabhangigen GréBen o,¢ V', Q, € Ort*(W) und w; = dani(Q'Q*), 50
da8 far die Transformationen von Ortsvektor, Geschwi Jigkeit und Beschleunigung

die Beziehungen des Abschnitts 9.6 geiten.
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d.h. wenn die Basisvektoren mit Q, gedreht werden, bleiben die skalaren
r Komponenten invariant. -

intrinsisch Wir wollen mit dieser Eigenschaft die Objektivitit von Tensoren h&herer Stufe
definieren. Ist T; ein Tensor p-ter Stufe mit der Darstellung

Ty = tgik-n o Bey®... Beyy,

7t x, so ist die objektive Transformation diejenige, die die Basis dreht und die

vwﬂﬁ::m—":.. il Komponenten invariant JaB8t:

C

= tikn Qfley)®Ques)®... ®Qyleys) .
& Sind T und 8 zwei objektive Tensoren beliebiger, aber gleicher Stufe, so gilt far das
bacht innere Produkt zwischen ihnen die Euklidische Invarianz:
Beobachter-
_amc-s <T;, 8> = <Tg, §> .
Man kann auch umgekehrt schlieBen: gilt diese Gleichung for alle Beobachter und

alle objektiven Tensoren T , die nichtvon 8 abhangen, so mu3 auch 8 objektiv
sein.

Diese Definitionen tassen sich auch 83; sinngeméB auf Felder der

entsprechenden Wer 1

Man nennt eine Geschehensfunktion Euklidisch-invariant, falls sie fir beliebige
Euklidische Transformationen zu denselben Zeiten dieselben Werte hat. Handeltes
sich um eine skalarwertige invariante Geschehensfunktion, so wird sie auch objektiv
genannt. Untersuchen wir nun die DeformationsgréBen auf ihr Transformationsverhalten
bei Beobachterwechsel. Die Bewegung wird von zwei Beobachtern & und ¢ bis auf

um eine vektor- oder tensorwertige Geschehensfunktion eine Isometrie a, gleich gesehen:

Handelt es sich dagegen

ueV e e
baw. T ¢ Lin(V.V) _ Deren Differential ist
‘ Kg:= Ege
so heifit sie objektiv, falls " . .
= - = Q Kfe =
ug = Quluyd) veeT mit s. 5 5.1) 541 S 90 K ¢
. N
b T#0 = @ T QF vieT Q= aw €O,
ch ei i Also ist die Plazierung des materiellen Elementes weder Euklidisch invariant noch
i bezaglich einer Standardbasis {eg} dar A
sesm——— i objektiv. Dagegen sind die Konfigurationen der materiellen Elemente Euklidisch
Tl invatiant:

Ggi= K Ky
K& K= K* Q" Q K = Gy

so bedeutet die Objektivitat, daB
= it Qe )®Qey) . ,
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Wie wir im Kapite! 9 gesehen haben, sind die Ortsvektaren, Geschwindig-
keiten und Beschleunigungen weder invariant noch objektiv. Lediglich bei Galilei-
Transfarmationen transformieren sich die Beschleunigungen wie abjektive

Vektoren.

Beschaftigen wir uns nun mitden Gradientenfeldern. Die Transformationen des
Eulerschen Nabla-Operators

Ve = VD
verifiziert man, indem man die Transformation der Ortsvektoren
rgi= Qlrg+

in folgende Identitit einsetzt
[= 1@ = [Qdr) + a]@Q{VD = Q@Y Q" = QIQ* =1

Filr den Geschwindigkeitsgradienten erhalten wir (s.S. 104)

Ly 1= gradvg = v ®¥g
Ly := gradvy = v ®Vy

= Qvp ® QT+ [Qr @ (r- 2 + 8] @V
= Qivi® P PQ" + ROV

= QLQ” + Q.

Wegen des antimetrischen Terms Q/Q." ist L nicht objektiv, wovon der
symmetrische Anteil allerdings nicht beeinfluBt wird:

D := #{Lg + L*)
= @il + LY @F
= QD QF.
Der Verzerrung: hwindigh ist also objektiv. Fir den Wirbeltensor gilt
hingegen
0 1= #+{g- WM

= Qs - Lg®) @F + Qe
= Qo Qt+ Q”
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und damit fir den Wirbelvektor

oy = Qleg) + w,
Alle hiheren Geschwindigkeitsgradienten sind hingegen objektiv.
Nun zu den Gr8en der bezogenen Beschreibungsweise.

Um Ihr Transformationensverhalten zu untersuchen, miissen wir wissen, wie sich die
Bezugsplazierungen zweier Beobachter transformieren.

intrinsisch

Raum-Zeit-Kontinuum

Beobachterraum

Bezugs-

plaz.1 Bezugs-

plaz.2

Beobachter g Beobachter £

Wenn die beiden Beobachter véllig unabhingig voneinander sind, wird man
.1.n<o= ausgehen miissen, da8 sie ihre Bezugsplazierungen xy und x,; unabhangig
ander wihlen k& Ist & eine Bewegung, dann sicht der Beobachter ¢ die
rrilckung

: X is K Xog' = B K Kop': Bgp — By,
dhrend der andere analog
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xgi= By o' = G Ky Kor' = L& & Kot Kot Kol
= wXgao ¢ B =+ By
sieht mit der Isometrie
ai= L& : Bg —~ By
und der Bijektion
0g = Ko Koy’ Bog = Bat -
Die Gradientenfelder sind
Fi(tXe) := GradxtXo)

FltXe) = GradxltXo)
= Gradw Gradxg Grada,
= Q FiltXo) aon .
wobei die Raumargumente sich nmau.w KXoy = & &'(Xod) entsprechen sollen.

wahrend die Gradientenfelder ace , Fi(tXo) und FeftXo) von Ort und Zeit
abhangig sind, hiingt @, € Ortv) als Gradient der Isometrie «, nur von der Zeit ab.
Wihit jeder Beobachter eine for ihn ruhende Bezugsplazierung, so ist ao als
Verknupfung zweier zeitunabhangiger Abbildungen x,' und iy eine zeitlich
konstante Bijektion.

Soweit die all ine Transformationsformel bei Euklidischen Transfor-

mationen. Da die Bezugsplazierungen beliebig wihlbar sind, kdnnen sich die
Beobachter auch in ihrer Wah! absprechen und folg de Spezialfélle erzeug

1) Be und Ko gehdren zu derselben Konfiguration. Dann ist ag := Kot o’ eine
starrkorpermodifikation und somit 2u einer Isometrie im Beobachterraum
fortsetzbar. Ihr Gradient ist eine nun auch riumlich konstante orthogonale

Transformation
Qo= aee € OFUV).
Dieser Fall fahrt auf
FeltXo) = Q FeltXo) Qo

(s. KRAWIETZ, S. 120).
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2) wie 1) und zusatzlich die Annahme, daB a, := Ko Ko7 eine Transiation darstelit.
Dann ist
Q= e =1

FiltXo) = Q FiltXof) -

und

Dieser Spezialfall wird von fast allen Autoren der Rationalen Mechanik unterstellt -
meistens ohne besondere Erwahnung.

In aflen vorangehenden Fillen ist es aligemein nicht méglich, die Bezugs-
plazierung als eine Bewegung zu interpretieren, die von den Beobachtern nur
verschieden gesehen wird. Dies ist lediglich im letzten Fall gegeben:

3) Beide Beobachter einigen sich auf eine (reale oder fiktive) Starrkdrperbewegung
des Korpers. In diesem Fall ist ao« eine zeitabhingige raumlich konstante
orthogonale Transformation. Die so erzeugten Bezugsplazierungen sind jedoch im
allgemeinen nicht mehr ruhend bez. aller Beabachter.

Alle diese Schwierigkeiten vermeidet man, wenn man die intrinsische
Beschreibungsweise benutzt.

Aligemein erhalt man fir die anderen Deformationstensoren, wenn man die
Raum- und Zeitargumente unterdrickt

By := Fg F¢
By := F F* = Q Fage ap* F* @
C = B¢ R
C; = F& R

= ao* F¢' @ Q Fy ooe
= ap" Cg age

Fiir die Spezialfille 1) und 2) folgt:

By = Q B Q@
C; = Q C; Q*
Vi = @V Q@
Uy = Qo Uy Q*
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also die Objektivitat von B und V , und filr den Spezialfall 2} obendrein die Koérpers herausfibren. Aber auch andere ki ische Einschrénk sind
Euklidische Invarianzvon € und U denkbar (s. BERTRAM 1980). Wir nennen die verbleibend B
kinematisch méglich und fassen sie in der Bewegungsk/asse des Krpers zusammen.
C = C
Uy = Ug 2) Aber auch nicht alle kinematisch maglichen Bewegungen sind unter gegebenen
A . ) Umwelteinflissen tatsichlich re: rbar, sondern nur die Untermenge der
waéhrend sich die Drehungen Gberlagern: dynamisch méglichen Bewegungen, wie sie im nichsten Kapitel untersucht werden
sollen.
R, = QR

Wir betrachten zunachst nur die kinematisch moglichen Bewegungen.

10.7 Die Bewegungsklasse des Kdrpers D10.4: Sei B Kdrper mit Plazierungsklasse K. Die Bewegungklasse des Kbrpers ist
eine Menge II von Bewegungen, die kinematisch mdglich heiBen, so daB
Im folgenden beziehen wir uns auf einen beliebigen, aber festgewahiten Korper gelten:

B . Wir hatten bereits im Kapitel 7 die Plazierungsklasse K - eines Kdrpers
kennengelernt, d. h. diejenigen Plazierungen, die der Kdrper - wann und unter
welchen Umstanden auch immer - einnehmen kénnte. Dabei handelt es sich um
eine korper-individuelle Eigenschaft, wie auch beim folgenden Begriff, der
Bewegungsklasse.

{Im1): W ist nicht leer.
(n2): Alle Bewegungen x; €11 beg
Anfangsplazierung
X0 = B {0) .

zur Zeit ¢3= 0 in derselben

(n3): Alle Teilbewegungen sind auchin I ;
d.h. fir k € 1 der Dauer d folgt:
llg, g1 €M falls 0sdy=d.

Dazu erklart man willkirlich einen Zeitpunkt 13 € T zum Anfangszeitpunkt. Der
Karper befindet sich zu diesem Zeitpunkt fiir einen Beobachter in einer eindeutigen
Anfangsplazierung.

(114): 2u jeder Bewegung gibt es eine Fortsetzung;
d.h.zujedem x; €1 der Dauer 4; existiertein x, € [1 der Dauer
dg>d; ,so daB

Kollo,4] = Xi .

Wir werden im folgenden die Bewegungen wahrend eines endlichen
Z tervalls [0, d] betrachten, wobei d = ¢ die Dauer der Bewegung ist. Das
bedeutet, daB wir unsere Uhr o. B. d. A. auf 1 nullen und in Zukunft der
Einfachheit halber T = & setzen. Die Vor- und Nachgeschichten der Bewegung seien
aufdie Untersuchungen einfluBlos und werden nicht beachtet.

(n5): n ist abgeschlossen unter Starrkérpermo ationen;
d.h.ist k€N und q Starrkdrpermodifikation mit a,, = I, s0ist
auch ax €m .

Besonders interessant far uns ist die Menge der physikalisch mdglichen
Bewegungen, denen ein Kdrper unterworfen werden kann. Diese Menge unterliegt
zweierlei Arten von Einschrénkungen: ’ Einige unmittelbare Folgerungen seien ohne Beweis genannt:

- lede Bewegungsklasse enthilt genau eine Bewegung der Dauer d=0 , die
- Nulibewegung. Alle Bewegungen aus der B gungkl hal jene als

Teilb gung. Jede B ingsklasse enthalt auBer der Nullbewegung noch
dlich viele B gungen ling Dauer. Uber die maximale Dauer der

1) In geometrischer Hinsicht sind die wminm::wm.:g:n:rm:n: in karper-
individueller Weise eingeschrénkt. So miissen alle Bewegungen in der Anfangs-
plazierung beginnen und diirfen zu keinem Zeitpunkt aus der Plazierurjgsklasse des
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Bewegungen ist nichts ausgesagt. Es kdnnte mbglicherweise eine obere Grenze als
Supremum existieren.

Was sieht nun ein Beobachter & ? Wir bilden wie vorher die Verknapfung

kgi=£x: [0,d] x B > F

und nennen sie B gung beziiglich £ . Beziehen wir alle Bewegungen einer
Bewegungsklasse auf einen Beobachter, so erhalten wir die Bewegungsklasse

beziiglich §:
M= {xg:= & k|xen},

fiir die die Forderungen 11 - 115 gleichermaGen gelten.

10.8 Bewegungsfunktionale

Sei M eine Menge und T Bewegungklasse eines Korpers. Dann nennen wir eine
Abbildung

AN - M
Bewegungsfunktional. Beispiele sind lokale Geschehensfunktionen in intrinsischer,
Lagrangescher oder Eulerscher Darstellung und globale Geschehensfunkti , die

bewegungsabhangig sind, wie 2.8. der Impuls des Korpers wéhrend der Bewegung.
Man beachte, daB auch bei lokalen Geschehensfunktionen als Bewegungs-
funktionalen die Bewegung des g Kérpers als unabhangige Variable eingeht.
Ausnahmen davon bilden lediglich die weiter unten definierten deformations-
invarianten Bewegungsfunktionale.

Wir interpretieren den Wert von A(x) als Ergebnis der Bewegung k zu dem-
jenigen Zeitpunkt ¢, an dem die Bewegung endet. Die Schreibweise  Atx,0) soll
diesen zeitlichen Aspekt verdeutlichen. Dabei wird Iit, daB8 die B gung
(mindestens) bis 2um Zeitpunkt ¢ in I ist und der spitere Bewegungsablauf nicht in
A(x,) eingeht. Besitzen also zwei Bewegungen x, €11 und kg €I eine gemeinsame
Teilbewegung der Dauer 4

i, a1 = Kallo,dl .
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so sind grundsitzlich bis dahin die Werte eines Bewegungsfunktionals gleich:

AlKz,0) = Ay veelo,d .

Handelt es sich um eine lokale GroBe, so notieren wir noch zusitzlich die
réumliche Abhangigkeit vom '

e intrinsischen Ortsargument AKX
«  Lagrangeschen Orisarg AfiXo)
*  Eulerschen Ortsargument - A, .
EinB gungsfunktionaf wird im all i auch vom Beobachter abhéngen,

was wir nétigenfalls wie bisher durch einen entsprechenden griechischen Suffix
anzeigen werden. Man kann sie aber dann auch gleich auf der Bewegungsklasse
bez. des Beobachters definieren, was jedoch prinzipiell nichts an den folgenden
Begriffen dndert.

Gilt eine Eigenschaft von A for x € I und alle Teilbewegungen von x , so
nennen wir sie giiltig entlang x .

€in Bewegungsfunktional A heiBt invariant gegen StarrkSrpermodifikationen,
falls fir alle zeitlich zweimal differenzierbaren Isometrien o, des £ mit a.p = I
und alle x €11 gi

Al = Alaxy.

Ein lokales Bewegungsfunktional A@ceX) heiBt dagegen deformations-
Invariant, falls in einem beliebi aber festgewdhlten Punkt X ¢ B fir zwei
Bewegungen x; € IT und xg € M aus

K{tX) = gelt,X) ve e [0,d]
b.:n:_\s = AfgadX).

folgt

Dabei kdnnen sich méglicherweise x; und x; fiir alle anderen K&rperpunkte

~ beliebig unterscheiden. Letztere Kiasse von Bewegungsfunktionalen hangt also nur

von der Bewegung oder Bahn des betrachteten Kdrperpunktes ab, wihrend die
Bewegung aller anderen Punkte und somit die Verzerrung des Kérpers nicht in A
eingeht.
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Ist ein Bewegungsfunktional gleichzeitig deformations-invariant und invariant
gegen Starrkrpermodifikationen, so beschreibt das den Trivialfall eines konstanten
Funktionals, das iberhaupt nicht mehr von der Bewegung abhangt.

Umgekehrt brauchen Bewegungsfunktionale allgemein weder die eine noch die

andere Invarianz erfiillen.
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11.  Dynamik bewegter Kérper

Empfohlene Literatur: GURTIN {1972}, GURTIN/ WILLIAMS, NOLL {1959), TRUESDELL/ NOLL,
TRUESDELL/ TOUPIN, WANG/ TRUESDELL

Um aus der Bewegungsklasse eines Kdrpers, also den kinematisch moglichen
Bewegungen, die dy isch moglichen herauszusondern, kommen wir mit den
bisherigen kinematischen Begriffen nicht aus. Wir bendtigen zu diesem Zweck neue
grundlegende Kanzepte, die axiomatisch eingefiihrt werden mussen. Bei ihrer
Auswahl hat man eine ganze Reihe von verschiedenen Méglichkeiten, die aber alle,
und dardber herrscht Einigkeit unter den Mechanikern, in dem Sinne dquivalent
sind, daB sie in identischer Weise dynamisch mdgliche von unméglichen
Bewegungen unterscheidbar machen. Da allein dieses Kriterium iber die
“Richtigkeit” einer dynamischen Theorie entscheidet, werden wir uns dariiber
hinaus von anderen Zielvorstellungen leiten lassen. So sind wir bemaht, maglichst
wenige Gréflen ad hoc einzufGhren, und ihnen méglichst klare physikalische
Eigenschaften zuzuschreiben. Daneben soliten die grundliegenden Gréen unserer
praktischen Erfahrung und Vorstellungskraft, so unterschiedlich diese bei jedem
einzelnen auch sein mégen, entsprechen.

Lediglich die mathematischen Objekte, mit denen wir jene GréBen beschreiben
wollen, lassen sich definieren. Wir haben darin bereits Erfahrung: wir konnten zwar
definieren, was eine eindimensionale orientierte Eukfidische Mannigfaltigkeit ist,
nicht jedoch, was die Zeit ist. Wir identifizieren lediglich die Zeit mit einer solchen.
Und es gibt sicherlich viele Begriffe desselben mathematischen Typs, die physikalisch
: etwas ganz and als die Zeit bed Wir sind davon ausgegangen, daB von der
physikalischen Zeit bereits ein a-priori-Verstindnis vorhanden ist.

Analog wahlen wir fur die Dy ik als grundlegenden Begriff die mechanische
(Gesamt-) Arbeit und hoffen, von ihr eine Vorstellung zu haben als Menschen, die
Gegenstdnde anheben, die Treppen steigen, Fahrrad fahren, etc. , schlicht: arbeiten.
Da wir keine Definition dieser GréBe geben kdnnen, sind wir auch nicht in der Lage,
einen MeBvorschrift anzugeben. Ohne auf die Problematik von Messungen naher
‘eingehen zu wollen, sei bemerkt, daB wir in der Mechanik allenfalls geometrische
(Abstande) direkt k {Man beachte, daB Meter und messen
vom selben Wort abstammen). Dazu gehdren aber nicht die dynamischen und
kinetischen GroBen wie Arbeit, Leistung, Kraft und Moment. Erst bei Kenntnis des

Grsf,
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g y und insb dere seiner Bilanzen sind wir hinterher in der Lage,
indirekte MeBmethaden 2u entwickeln. So ist die Bestimmung einer Gewichiskraft
mittels einer Ball ge erst mdglich, wenn wir das Gravitationssystem, die
Gleichgewichtsbedingungen usw. verstanden haben. Und fiir die Kraftmessung
mittels einer Federwaage - so einfach diesim speziellen Fall sein mag - mdssen wir u.
a. die Elastizitat ver den haben. Eir ilen wollen wir lediglich die prinzipielle
Maglichkeit einer Arbeits anneh ohnesie angeben zu kdnnen.

Die Arbeit wird zunachst als globale Geschehensfunktion eingefihrt und dann
am starren Kérper exemplifiziert. Danach lokalisieren wir sie zu einer Feld-
formulierung.

11.4 Globale Formulierung der Dynamik

Die Arbeit sei eine skalare GrdBe, die jeder Beobachter allen kinematisch
mdglichen Bewegungen 2uordnen kann. Eine solche Bewegung soll dynamisch
maglich sein, falls die Arbeit von allen Beobachtern entlang der Bewegung als
wertmaBig gleich registriert wird, d. h. wenn sie als objektiv oder Euklidisch-
invariant wahrgenommen wird. Damit entspricht - grob gesagt - die physikalische
Wirklichkeit dem objektiven Anteil unserer sonst sicherlich weitgehend
“subjektiven” Theorie von ihr.

Die Arbeit soll als Bewegungsfunktional (s. Abschnitt 10.8) determinierbar sein
bei Kenntnis der gesamten . vorangegangenen gung des o
betrachteten Karpers. Die zukiinftige Bewegung bleibt ohne rickwirkenden EinfluB.

Wir nehmen auBerdem an, daB ein aus Beobachtersicht ruhender Korper keine
Arbeit leistet.

Die restlichen Eigenschaften der Arbeit sind im wesentlichen Glattheits-
Forderungen, die sie einer kontiny hen Beschreib gangli
machen sollen. So erméglicht uns die zeitliche Differenzierbarkeit der Arbeit, jene
aus einer zeitlichen Intensitat, der mechanischen (Gesamt-) Leistung,

fzuintegrieren. Ebenso den wir spater fordern, daB sie eine raumlich stetige
Dichte besitzt, was uns den (bergang zur Feldformulierung bereiten wird.

L

i

.

der Dauer d ist gemaB der Analysis
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A 11.1:  Prinzip des Determinismus

Sei 8 Kérper mit Bewegungsklasse 11 . Dann gibt es fiir jeden Beobachter

& ein globales B gungsfunktional (o-additiv und absolutstetig)

Agn—+ R,

(mechanische

) Arbeit, mit folgenden Eigenschaften:
(A1) Die Arbeit ist fOr alle Beobachter entlang einer Bewegung stiickweise
stetig differenzierbar. Das Bewegungsfunktional
Ly, §) 1= Agls, o)

heift (mechanische) Leistung.

(A2) Istder K&rper momentan in Ruhe be2. eines Beobachters, so produziert er
momentan keine Leistung, d. h. mit £ € T gilt:

viftz) = o Vx¢€Bg - Ly, 8 = 0.

; Man beachte, daB die Arbeit wie dann auch die Leistung (am Ende) einer
ewegunyg i. allg. von der g B gung abha was durch d i
Funktional ausgedriickt wird. : ' e feont

Sind r i .1. ) 2wei F in einem anfinglichen Zeitintervall [os]
c:»nams.mn__n: und im Rest [z,d] identisch, so kédnnen die entsprechenden Arbeiten
und Leistungen fiir beide Bewegungen durchaus verschieden sein.

Andererseits kann der EinfluB der zukiinftigen Bewegung auf die Vergangenheit

u:mmmﬂ_..._oun.m: werden. ist namlich eine Bewegung Teilbewegung zweier
unterschiedlicher Bewegungen, so kdnnen ihre Arbeit und Leistung eindeutig
berechnet werden, gleich, wie sie fortgesetzt werden.

Der Zusammenhang zwischen Arbeit und Lei lang einer B

Lefi, 0 = Ag, o
A, d) = J2Lgm, ) dt

ve€lo,d}
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Das Arbeits-Funktional hingt also auch vom Beobachter ab. Es ist deshalb gleich,
ob man es auf der Bewegungsklasse selbst oder der Bewegungsklasse bez. des
Beobachters definiert.

gungen von dglichen zu unterscheiden,

Um dynamisch mégliche B
benutzen wir das folgende grundlegende Axiom:

A11.2: Objektivititshypothese

Eine ki isch mbgliche Bewegung x ¢ I eines Korpers ist genau dann
dynamisch mbglich, falls die Arbeit/ Leistung des Korpers iberall entlang x
abjektiv ist.

Fir skalare Fi iti 3R Objektivitst und Euklidische
Invarianz zusammen. Fiir magliche Bewegungen muB also der Wert der Arbeit und
damit auch der Leistung far alle Beobachter der gleiche sein.

Betrachten wir das Raumgebiet By , das der Kérper zu einem Zeitpunkt ¢
wihrend einer Bewegung k bez. eines Beobachters £ einnimmt. Da der Korper B
] aB Kkt ist, ist sein Bild unter der homéomorphen

< ilmenge eines Euklidischen

Borel). Wir bezeichnen mit
ch, die von derselben

Plazierung k5 ebenfalls kompakt und damit als Tel
Raumes beschrankt und abgeschlossen (Satz von Heine- :
3V die Menge aller stetigen Vektorfelder in diesem Berei

Differenzierbarkeitsklasse C» (pz1) sind wie das chv eitsfe
das ebenfalls Element aus 3V; ist . Dieser Raum besitzt auf natirliche Weise eine

<n v ..
lineare Struktur, die ihn zu einem =-dimensionalen vektorraum macht. Dabei sind
dieli Operati punk ise auszufuhren.
Fir ein solches avy € 3V gilt:
svg ist Vektorfeld auf By;

VBV ¢ ist Tensorfeld auf By;
V@Y = v (B .- BV g (p-mal}

ist Tensorfeld (p+ 1).- Stufe auf By .

Alle diese Felder besitzen fir alle x ¢ By eine lokale Norm 1 - | . Wir definieren auf

8V, nun die p-Norm N
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tovge:= {f, [lavga ¥ + Tovgm@ Vb + .. + Povi@®Y ¢ F] dm}

Integriert wird dabei Gber das momentan vom Kdrper B beziglich & einge-
nommene Gébiet des Beobachterraumes £ . Man kann auch die Differential-
formen auf den Kérper 8 selbst zuriickziehen und dort integrieren, was eine
Transformation der Integrationsgebiete bei Beobachterwechseln entbehrlich macht.
Dies gilt im Gbrigen fir alle in diesem Kapitel vorkommenden Integrale iber den
K&rper oder seinen Rand.

Mit der p-Norm wird 8V, topologischer Vektorraum, der allerdings nicht
volistindig ist. Seine Vervoll digung ist der Sobolev-Raum WM, ein separierbarer

Hilbert-Raum mit dem inneren Produkt

<BVE ,8ug>

1= [ [ <aviln)  dugle) > + <V BT ¢ L Buglr)®V g > + .. + <BVHNDY ¢, By BV 2> dm .

Man beachte jedoch, daB die Ableitungen von Funktionen aus der
Vervolistindigung W i. allg. nicht mehr als partielle Ableitungen, sondern nur
noch als distributive Ableitungen definiert werden kdnnen (s. ADAMS). Wir
bendtigen W+ selbst nicht, Jen aber spater Ergebnisse, die auf ihm gelten, auf

seinen Unterraum 8V; anwenden.

Man nennt die Vektorfelder sv; virtuelle Verriickungen oder virtuelle
Geschwindigkeiten, wobei das Adjektiv virtuell besagen soll, daB es sich um das
wirkliche Geschwindigkeitsfeld handeln kann, aber keinesweg muB. Man definiert
dann alg, 8D, a2 und swy in Analogie zu den entsprechenden Geschwindigkeits-
grdBen.

Wir fiihren nun auf diesem Raum ein Hilfskonzept ein, mit dem das Leistungs-
Funktional in stetiger und li Weise Il inert wird. Bei Beobachter-
wechseln soll es sich wie die L g selbst formi Durch diese Vorschrift ist
das Hilfskonzept sofort von einem auf alle anderen Beobachter ausweitbar.

D11.3:  Sei B Kdrper mit Bewegungskiasse 1 und der Leistung L; bez. eines
Beabachters & . Eine virtuelle Leistung ist ein beobachter-abhsngiges

lobales Bewegungsfunktional (c-additiv und absolutstetig) mit

Ly, t,-): BV - B

Y k€I, t€lo,d], mitfolgenden Eigenschaften:
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{v1) SLifx, 2, - ) ist stetig bez. der p-Norm und linear im {etzten Argument;

(v2) for das Geschwindigkeitsfeld fallt 8,4, -} mit der Leistung

zusammen:
BLy{K, L, ve) = Ly, 0

(v3) 8Lyx, ¢, ) transformiert sich bei Beobachterwechseln wie die Leistung,
falls sich die virtuellen Geschwindigkeiten wie Geschwindigkeiten
rmieren. D. h. seien £ und { zwei Beobachter und Q, we. s, die

transfo!
durch den Beobachterwechsel 7§ induzierten GroBen (s. Abschnitt
9.6), sowie
svg € BV
und
vz = Qov) + wex (rg-8) + B
dann gelte

BL(X, t, Bvy) - BLiE, ¢ svp = Lok, - Lk, 9 -

g wird als gedankliche Erweiterung der Leistung eingefohrt.

Die virtuelie Lei
ht zusammenfalit, auch

Sie ist nicht eindeutig und dort, wo sie mit der Leistung nic!
nicht durch Leistungsmessungen allein empirisch determinierbar.

A11.4: Esexistiere eine virtuelle Leistung.

Dies ist eine nicht-triviale und folgenreiche Annahme. Mit ihr kann man dann

allerdings sofort nmmum:.amwmmwm:o!u viele weitere virtuelle Lei gibt. Man
kann sie beispietsweise durch leistung: trale Terme der Art

I, <Agn) ,[ava)@7, + (aviin)®V)* ] > dm

erweitern, worin Ags) ein objektivesund 2u Dyls) orthogonales Tensorfeld ist
(Darstellungen s. TROSTEL 19851, §.390 f), und erhalt dadurch andere virtuelle
Leistungen. Diese Willkr in der Auswahi einer virtuellen Leistung wird aber spater
da die Folgerungen far alle Wahlen im wesentlichen gleich sein

wieder relativiert,
werden. Die virtuelle Leistung istim Rahmen dieser Theorie nur ein Hilfskonzept und
kann spiter vollstandig ersetzt rden durch abgeleitete K te, die eindeutig

sind.
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§11.5:  Prinzip der virtuellen Leistung
Ist die virtuelle Leistung bez. eines Beobachters entlang einer Bewegung
filr alle virtuellen Geschwindigkeiten Null, so ist die Bewegung dynamisch
maéglich.

B: Sei
BLyK, t,8v)= 0 svg € BV,
so auch filr das tatsichliche Geschwindigkeitsfetd.
Mit (V2) folgt dann
Ly, 0 = 0.
Qm. Transformationen filr sv; in (V3) sind fir alle Beobachterwechsel Bijektionen
zwischen den virtuellen Geschwindigkeiten 3V und 8V;. Mit (V3) folgt dann far
alle anderen Beobachter

8L, 6,) = Lym, 0 .

Ahhild

Wenn eine lineare g foralle Arg
um die konstante Null handeln:

ist, so kann es sich nur

Lifs, g = 0.

Wenn die Leistung aber fiir alle Beobachter entlang der Bewegung Null ist, so ist
sie objektiv und die Bewegung damit dynamisch mdglich. |

Die Bedeutung dieses Satzes ist allerdings begrenzt, da er ein hinreichendes, aber
nicht notwendiges Kriterium fir die dynamische Mdglichkeit einer Bewegung
liefert. Wir werden weiter unten eine verscharfte Version des Prinzips kennenlernen
{5 11.25), die hinreichende und dige Bedingung zugleich ist.

2Zwei durch die virtuelle Leistung induzierte GrdBen sind die verlorenen Krafte

~ und Momente. Erinnern wir uns an die Starrkdrperbewegungen (s. Abschnitt 10.4):

nach Wahl eines Bezugspunktes kann man gem3a8 der Eulerschen Formel (EGF $.121}
das Geschwindigkeitsfeld vg{t,ry) als Funktion des Ortsvektors rg eindeutig durch

- zwei Vektoren wlt) und vole) darstellen als

viltr) = ogld x r + veg(t)
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Die Menge der so entstehenden Vektorfelder bilden einen s-dimensionalen $11.8: Varig M -
prinzip
Unterraum von 8V; . Der folgende Satz folgt aus der eindeutigen Darstellbarkeit Transformati der dy ischen GroBen bei Wechsel des BZPs
linearer Funktionale auf Vektorrsumen endlicher Dimension durch duale Vektoren. {Alle Bezeichnungen wie in der varigen Definition)
Seien o und o' ¢ By zwei BZPe. Dann gelten
§11.6: Sei B Kérper, Il Bewegungsklasse, x ¢ 1 Bewegung, § Beobachter, a) Tt = X
t€[0, d] Zeitpunktund o€ By BZP. b oL e
Dann gibt es zwei Vektoren for und eo . 50 daB fiir alle Vektoren @ ,vo€ V ) kot = kog
gilt 9 Co'p = Cop + +0",09 X Ty
d) mgg = Mgg+ H0',0 X Mot .

SLi{K, t, @ % rg+ vol = <fop, Vo> + <Cof, 0> .

Darin ist r; der Ortsvektor aller Punkte in By bez. o
PIERRE VARIGNON 1654- 1722

Man beachte, daB g und cg, zundchst von der Wah! der virtuellen Leistung,
vom BZP, vom Beohachter und von der Bewegung bis ¢ funktional abhangen, nicht
jedoch von v, und @ .

B: Im folgenden haben wir den index ; weggelassen, da wir unsimmer auf
denselben Beobachter beziehen. Mit der Eulerschen Geschwindigkeitsformel
erhalten wir fur die virtuelle Leistung

D11.7: (Alle Bezeichnungen wie im vorigen Satz.} Die folgenden vier Vektoren BLIK, £, @ X FOT»> + Vo) = BL(K, 4@ X FO'x> + vg)

heiBen die durch 8L induzierten dynamischen GrdBen,
= <fy , Vo> + <to , >

namlich
= <fg  Vor> + <Cgr , >
. die verlorene Kraft: o5 = <o Vot @ X FO0' 4> + <Cp 10>
. das verlorene Moment:  cot = <fg Vo> + <leg + +0,0'» X fp) ,0> .
. die Kraft: Kog 1= for + 3 o
. Wegen der Beliebigkeit von v, und o folgen a) und c). b) folgt aus a) und der
. das Moment: mog, 1= Cog + dat Tatsache, daB & nichtvom BZP abh3ngt. Aus der M

my = € + dor’
die auf den Kérper 8 wahrend der Bewegung x € Il 2ur Zeit ¢ €0, d}
wirken bez. des Beobachters ¢ und des BZPs o ¢ 8, . Darin sind iy der
impuls und dg der Drallbez. a {s. Abschnitt 10.3).

= ¢+ +0'0x fo + [,(Fo'z4 x V(L0) dm

€+ 10,0 % (fo + [, vta) dm) + [, (Fox» x vit)) dm

o+ +0'0+x ko + dg

Die dynamischen GréBen sind doppelt indiziert: gsteht fir den Beobachter und, my + -0’0+ X kg,

fiir den BZP. In den folgenden Satzen werden wir beide Abhidngigkeiten
untersuchen. Dazu betrachten wir einen Korper, eine kinematisch mégliche
Bewegung und einen Zeitpunkt.

wobei in der Eulerschen, Lagrangeschen oder intrinsischen Darstellung integriert
werden kann. =
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Da die Krifte also nicht vom BZP abhéngen, Jassen wir folglich den BZP-index
weg.

heal

$11.9: Transformationen der dynamischen Ben bei Beob
Seien E und ¢ zwei Beobachter und of und o; zwei derart gewshite 8ZPe,
daBsiein C momentan koinzidieren, d.h.

ko) = &'{o] -
Dann gilt fir die durch eine virtuelle Leistung induzierten dynamischen
GroBen:

= QfY

co, = Qdcor)

ky = Qdkg) + f,ecdm
my = Qfmey) + _...qnxohha_

mit dem Vektorfeld (s. 5. 105)
e af + wixwg+ 2wx (v - a) - wex (wyx'T) .

wobei Gber das momentane Kdrpergebiet zu integrieren ist.

B: Wegen der speziellen Wah! der BZPe erhalten wir momentan & = o, {was jedoch
nicht a; = o impliziert). Wenden wir (v3) auf dasFeld

@x g+ v €8V
an, so ist

BLelit, t, Qdw % rp + Vo) + wiX rg + ;) - 8Ly, & x 1g + Vo)
= Lk, - Lgx, 8
= <ty ,Qdvo)> + <cor ,Qd@)> + <k a> + <CoaWi>

- <lg,¥o> - <Cof@> (LD}

|
wel Qe x 1 = Qo x QE)) = Q) x ¥,

da for alle Vektoren a, b, ¢ die Determinanten-Regel (s. S. 34) gilt :
<Qfa) ,Qdb) x Qfc)> = detQ <a ,bxe>= <a,bxe>
= <a ,Q*@b) x Qe)> b

R
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= bxe = Q(QMb) x Qde))

- Qdh x ) = Qb x Qule) -
Da v, und « beliebig und unabhingigvon @, w; und &, sind, folgen die
ersten beiden Transformationsformeln. Damit erhalten wir unter Beachtung der
Definitionen fiir Krafte und Momente sowie der Transformationen fiir Impuls,
Drall, Beschieunigung und Ortsvektor die beiden anderen Transformationen. &

Die verlarenen Krafte und verlorenen Momente sind also im Rahmen unserer
Theorie objektiv, wihrend es die Krifte und Momente sefbst nicht sind. Lediglich
unter Galilei-Transformationen, wo e, = o ist, sind s auch letztere.

Im obigen Satz hatten wir die BZPe speziell gewahit. Im Zusammenhang mit den
Transformationen bez. BZP-Wechse! (s. § 11.8) erhalten wir jedoch auch bez.
Beohachterwechse! vbllige Allgemeinheit.

Der folgende Satz ist die wichtigste Konseq aus den Axi dieses Kapitels,
daerden2 hang zu anderen Vorget isen aufzeigt.
511.10: Die folgenden Bedingungen sind quivalent fir die dynamischen Gré8

T e

t durch eine (b
mdgliche Bewegung:

) virtuelle Leistung fir jede kinematisch

1) Die8 gung ist d isch mdglich

2) Prinzip von d'Alembert:
Die verlorenen Krifte und Momente sind im Gleichgewicht, d. h.

fi=o0

€y = @

far einen /alle Beobachter bez. eines/aller 8ZP aberall entlang der

Bewegung.

3) glohal pul und Drall

gelten fiir einen/alle Beobachter bez. eines/aller BZP Gberall entiang der
Bewegung:
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mog = dog’

4) Prinzip von d’Alembertin der Lagrangeschen f 9

Die virtuelle Leistung der verlorenen Kréfte bilanziert sich gemaB

<l ,8v> + <Cof B> = @ Vev,dw €V

fiir einen/alle Beobachter iiberall entlang der Bewegung.

JEAN LE ROND D'ALEMBERT 1717 - 1783
JEAN LOUIS LAGRANGE 1736- 1813

B: Angenommen, {1} gilt. Mit GI. {LD) des Beweises von § 11.9 gilt dann
<QAf) ,a¢> + <Qdes) ,w> = 0
for alle Beobachterwechsel, d. h. beliebige Q,, w; und a; . Damit folgt das

Prinzip von d'Alembert (2) for § . Wegen der Objektivitat von f; und ce gilt
das Prinzip dann auch fir alle anderen Beobachter.

Wenn wir kehrt bei (2) begii erhalten wir aus (V3} und der spe:

Wah!

sv; s o €3V

und der speziellen Wahl der BZPe wiein 5 11.9
SLiK, b, we x g + 8)) - 0 = L&, ) - Lylx,
= <fp,8 > + <Cof ,We>
=0,
also folgt die Objektivitat der Leistung zu allen Zeiten entlang der Bewegung,
womit auch die Arbeit objektiv ist, also (1).
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Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt mit der Definition der Krafte und
Momente. Die Abhangigkeit der Bedingungen in (2) und (3) vom BZP 48t sich
mit den entsprechenden Transformationen relativieren. Die Aquivalenz von (2)
und (4) ist wegen der Beliebigkeit der Vektoren sv und se evident. E

1.2

Dynamik starrer K&rper

g der Ergebnisse des vorigen Abschnitts erhait
man, wenn man sich auf starre Korper spezialisiert (s. , e. g., LAGALLY/ FRANZ,
GUMMERT/ RECKLING). Hierbei handelt es sich um die Idealisierung besonders fester
Kérper unter nicht allzu groBen Beanspruchungen (s. Kap. 18).

Einei Ar d

D 11.11:  Als starre Kérper bezeichnen wir diejenigen K&rper, deren

ki enthalt.

g nur Starrkdrpert

Wir benutzen im folgenden nur einen Beobachter und lassen zur Einfachheit
den Beobachter-Index weg. Das Geschwindigkeitsfeld eines starren Kdrpers a8t sich
grundsétzlich bezaglich eines festen Punktes y ¢ B, eindeutig durch zwei zeitab-
hangige Vektoren @ und v, geben, so daB die Eufersche Geschwindigkeitsformet
gilt (s. EGFS. 121)

vl = vy + @ % ky, x> .

[
77

Durch Einfiihrung des Massenmittelpunktes s , dargestellt durch seinen
Ortsvektor

o

eft) := [,rdm /m,
erhalten wir mit dem Ortsvektor bez. «

Ygis rS, x> ST,

fiir die Geschwindigkeit

vil= v+ x r,
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fir den impuls und der Drallsatz:
i, = [,viddm = [,(vi + @ X v} dm = vam, molk,8) = do{e, 8} =my + ryxk =1, x i + [0(w)] ,
und fur den Drall so daB unter Verwendung des Impul der Drallsatz bezogen auf den :
dolx i) = J,ex v(sddm kdrperfesten, i. allg. aber nicht raum A ittelpunkt auch in der Form

= ffret ) % (v, + @ x 1) dm m, = dldtfd, (x,)] = a/dt[0,{w)]

=% vamy # [re x (0 x ;) dm = 8, () + 8,(w)
= x i(K,) + [l <r,r> - neo,nldne = [w x 8,](w) - [8, x o]l{e) + 8,{w)
=, x i{K,0) + ﬁ._.-—qu.- - ry @ r)dm} (@)

= x 1k, + 6f0)

[

_ m = o x 8,{w) + 8,(w)

mit dem symmetrischen und positiv-definiten Massentrgheitstensor (bez. 5) gultig ist, der Eulerschen Kreiselgleichung. |

i f, (01 -1 ® r;)dm
Schreiben wir das Prinzip von d'Alembert in der Lag hen Fassung

) T < cher Koordi g
mit den Komponenten glich kar = (5 11.10) fr den starren K&rper an, so ergibt sich fiir alle dynamisch miglichen
8; = [,(zf + xdm, Bewegungen k und fir alle Vektoren sv und 8w, und damit auch fir die
den axialen Traghei und Ipunkt-Geschwindigkeit v, und die Winkelgeschwindigkeit o
8y = 6; =~ [, szdm, PEI 0 = <k-i,v>+ <m,-4d,, 0> W
den (negativen) Deviati Wegen der Symmetrie istimmer eine = <k, ;> = <bym, , V> + <m,, @> - <[0,(0)], 0> :

Spektraldarsteliung (s. S. 27) mdglich. Die Eigenvektoren beschreiben die

Haupttragheitsachsen, die Eigenwerte heiBen Haupttragheitsmomente. Sie sind = <k, v> - didt (vim,/2) + <m,, 0> -did(i<w, 0,(w)>] ,

beim starren Korper k&rperfest. Besitzt der Kdrper Symmetrieachsen, so sind diese weil )

isatzlich Hat heitsach <w,8,/{w)> = <w,{@ x0,-0, x v}{w)> = o
¥ T oder .

Fiir die Zeitableitung des A aghei erhalten wir:

<k, v,> + <m, , @> - Epy = 0 i

®, = d/di [[,(r1- v ® r;)dm]
=1, {r,’1 -2, ® ;) dm

die Leistungsbilanz des starren Kdrpers mit der kinetischen Energie
= [y[2<reTs> V-1 @ £p- b © rildm Euini= 3! my + <0, 6,(a)> .
2 [ (2<r,0 x> 1- (0 x6) @1 -x @ (0 x x)]dm Wegen der speziellen Wahl der beiden Vektoren v, und w handelt essich nur

umeiner dige Bedi g fiird isch liche B

= flo-ax(:® ) + o x{c?1) + (. ®r) x 0- (51} x 0ldm 9 gung _

=@ x6,-8 x w.

Der Impulssatz lautet nun

k(x,d = i(k,8) = (v,m,) = bym, ,
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11.3 Feldformulierung der Dynamik
Am Anfang dieses Kapitels d die lichen “dynamischen

Geschehensfunktionen wie Arbeit, Leistung, Krifte, Momente als globale Konzepte
eingefishrt. Wir wollen nun zu einer Feldformulierung ibergehen, indem wir die
globalen GroBen als Integrale iiber Dichten betrachten, wie es im Abschnitt 10.3 fur
allgemeine Geschehensfunktionen bereits aufgezeigt wurde. Dazu erzeugen wir
zunichst die Feldfarmulierung der virtuellen Leistung, deren Einschrénkung auf das
Geschwindigkeitsfeld dann nach (V2) die Feldformulierung der Leistung selbst
ergibt.

Wir bezeichnen wie vorher mit 8V die Menge der Vektorfelder auf der
Momentanplazierung des Karpers bez. Beobachter § mitder Norm {s. 5. 141).

Zur Feldformulierung der virtuellen Leistung gelangt man durch folgenden Satz:

§11.12: Seien & ein Beobachter, B ein Kdrper und 8V; die Menge der virtuellen
Geschwindigkeiten aus ¢ . Dann gibt es p+1 Tensorfelder i-ter Stufe Yg
auf B, so daB for die virtuelle Leistung gilt:

LK, ¢, 8vg)
= 1, [<Yetn) Lot > + <Vule) ovil) @V 0> + ..
+ AA..‘:RE 2 Vi)V vH dm
Ist By Teilk6rper von B ,so gilt:

die Y, -Felder fur By sind die Einschra gen der entspr
Feldervon B .

hond,

Die eingefiihrten Tensorfelder hangen, wie die virtuelle Leistung selbst auch,
vom Beobachter & und funktional von der Bewegung x ab. {Um die Schreibweise zu
vereinfachen, filhren wir das Argument x allerdings nicht mehr auf.) Sie sind fast

Uberall eindeutig. Mit ihrer gkeit oder gar Differenzierbarkeit ist nicht zu
rechnen.

B:  Nach Wahl einer Orthogonalbasis {e} und der zugehdrigen kartesischen
Koordinaten {x} stellen wir die Vektorfelder sv¢ ¢ 8V; darals

svglx) = i vder, 30,50 & ’
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durch die Komponentenfunktionen v; , diein By aus ¢ sind. Wegen der
Linearitat von 8Lyx, ¢, gilt

Ly, t,6v)) = X, BLe(K, £, vifns, vg, 5a) @) =: X AL, ¢, vy, 29, %)) -

Da die Skalarfelder sv; aus dem Sobolev-Raum We+ sind, kdnnen wir den
entsprechenden Rieszschen Darstellungssatz fiir stetige lineare Funktionale auf
8Li(x, ¢, *) anwenden (s. ADAMS, Satz 3.8, S. 48), nach dem es Funktionen
aiglxy, 39, 39) auf By gibt, so daB

8Li{K, &, iz, 7e,29) = X [, alalas, x2,%3) Do ufey, 53,3} dm

ist. Dabeisind a Multiindizes (k,,, m) mit (4 +1+m) s p, und der
Differentialoperator

Da:= """ faxtexglaxy™ |
Durch geeignetes Erweitern dieser Ausdriicke gelangt man zur Darstellung des

Satzes, wobei sich die Tensorfelder Yz ausden ai, berechnen lassen, Wir

wollen dies fiir den Fall p=2 ausschreiben. Wir erhalten als Integrand in diesem
Fall

alppp vi + atigg duiddx; + algroduifaxg + aiggy dufixg
+ aigpp duBlaxs? + aigsg nBlaxg? + aigog dulexs?

+ wirrg dv2laxy dxg + aipry duRfoxgdxs + airgr duBlaxgéxy.

Setzt man (Summe Gber i)
Y= diggp e
Y& 2= aizgg €i®e; + aigry 6;@ep + aigg 8;8ez
Yyt i = aizg ;@e;@e; + aigzg e;Be; @8z + aiggy e;Be;De;

+ aigp e;®er@ep + aigyy 0;@e2Be3 + aiygy 6;Be3Re; ,

so fahrt dies auf die Darstellung mittels innerer Produkte auf den
entsprechenden Tensorrsumen. Dieses Verfahren 138t sich problemlos auf die
Féile p>2 verallgemeinern, was hier aus Platzgriinden unterbleiben soll.

Die Einschrénkungen auf Teilkarper falgen aus der o-Additivitst der virtuellen
Leistung. X
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Der Ausdruck in eckigen Klammern im vorigen Satz stelit die spezifische
virtuelle Leistung dar:
8L, ¢, vylx))
= A&.n?v Lol > + <Y glx) .uﬁE@q& >+ .
+ <Y, u4lx) LAVEDOV P>

Setzt man fiir die virtuelle Geschwindigkeit die Geschwindigkeit selbst ein, so
erhalt man die Leistung. Somit kénnen wir den Integranden unserer Darstellung fast
aberall als spezifische Leistung identifizieren:

L, 8,9 = <Vgla) ovile) > + <Yl VDBV > + ot <Y ) VDB P >,

sodaB
Lyl, & =1, ll, %) dm .
wir k ieren sofort folgenden Satz:
§11.13: Eine Bewegung x € Il ist genau dann dynamisch mglich, falls die

spezifische Leistung in der intrinsischen Darstellung entlang x fast
aberall abjektiv (oder invariant} ist, d. h.

1, 4, X) = Letx, 6,30 vXeB

fur beliebige Beobachter § und Z.

Wir haben die intrinsische Darstetlung gewahlt, um das Ortsargument nicht
transformieren zu missen. Der Satz gilt natdrlich auch entprechend in jeder anderen

Darstellungweise.
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$11.14; Prinzip derlokalen Wirkung

Beider g der FeldgrdBen Y, Y, Y, ... Y, ,,¢ an einer Stelle
X ¢ B bleibt die Bewegung von Punkten auBerhalb einer beliebigen

Umgebung von X ohne EinfluB.

Das schlieBt jedoch nicht aus, daB Deformations- oder Geschwindigkeits-
gradienten beliebiger Ordnung an der Stelle X in die Funktionale eingehen, sofern
die Bewegung von der entsprechenden Differenzierbarkeitsklasse ist. Soiche
Materialien wurden von TROSTEL (1985 I, 1988), SILBER, ALEXANDRU u.a.

untersucht.

For i = 1 ist Y¢ Vektorfeld, fir i = 2 Tensorfeld, das sich mit dem Tensorfeld
des virtuellen Geschwindigkeitsgradi 8¢ := Bv®Y, Zu einem skalaren Feld
paart.Zetlegen wir sL; und Y, punktweise in ihre symmetrischen und
antimetrischen Anteile, so gilt mit

8D; := H5L¢ + 8Lg") € Sym(V.v)
80 1= Hale - Lg*) € SkwiV.,v)
8w := + axi(d8Qp = -Frot dv; v,
sodafl ? ‘ ¢
und analog Bla = D+ o ¢ Lin(v.
Yy im HYg + Ye*) € Sym(V.v),

Yo := - Y
sodab g = HYg - Ye*) € Skw(l.V),

Y =

R e &= Y+ Y € LinV, ),
mop = axi(Y) €V,

] t spezifisches freies Moment (was auf S. 158 motiviert wird). Damit erhait

; 1
tionale

Im aligemeinen sind die Felder Yy, Y0, Yeu - 0 ¥,.08 g
wie schon die Leistung und die virtuelle Leistung. Das bedeutet fiir die FeldgrdBen,
daB ihr Wert in einem Punkte = € By, oder in intrinsischer Darstellung in X € 8 von
der gesamten vergangenen Bewegung des gesamten Korpers abhéngen kann. Wir
k dings ausschlieBen, daB x aufdem Rand des Karpers liegt, da der Rand
eine Menge vom MaB o ist. Da wir aber beliebig kieine Teitkdrper B von B
definieren kdnnen, fiir die dieselbe Aussage gilt, 15Bt sich der EinfluB der Bewegung
auf die betrachteten GroBen auf eine beliebig kleine Umgebung von X reduzieren.
Umgebung sofl hier im topologischen Sinne eine beliehige Menge bedeuten, die X

als inneren Punkt enthilt.
'

man schlieBlich

<Yy 8v@V> = <V D> + <mog 80> .

Wir wollen aus Griinden, die ebenfalls spater klar werden, das Feld Y in fo
umbenennen, der spezifischen verlorenen Kraft. Damit erhalten wir for die virtuelle

Leistung

8L = [, _”A?n LBV > 4+ <mg L8> + <Y 8D + 4 <Y .-<n®4pn-vu dm .
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$11.95:  Die durch eine virtuelle Leistung 8L; induzierten Felder oy, Y1, Y, Y7,
mog, Y, .., Y, ¢ sind fast dberall objektiv.

B:  Wenn wir die virtuellen Geschwindigkeitsfelder wie Geschwindigkeiten gem.
(V3) transformieren, ergeben sich f0r den Wechsel zweier Beabachter Zund &
mit av; €8V {5.5.1281)

8v; = Qv + wix (rz-a) + a
Baz = QAswy) + wy

8D = Q 3D @,

und die héheren Gradienten sind alle objektiv. Bilden wir nun gem. (V3) die
Differenz der Leistungen, so muB fiir alle av; € 3V; gelten

Ly, ) - Lyx, §) = 8Lk, ¢, 8vp) - SLx, 1, dvy)
= .P_”A?n ywWex (rp-a) + B> 4+ <my, we> + <P ,Qfov) >
+ <Y ,Q 8D Q> + <m,Qfewy) > + .. + <Y % VBV >

= <fO ,8vy >+ <Y ,8Dp> + <mog ,Boxg> +...+ <Y,k .aﬁ@fn-v”_ dm.

Wihit man fir sv; das Nullfeld, so verbleiben nur die ersten beiden Terme der
rechten Seite, die allein die Gleichung befriedigen missen. Wihlt man als
néchstes ein beliebiges konstantes Feld fiir sv; , so ist

0 = f,[<fo; ,Qfaveld) > - <oy 8w > ] dm,
was Gberall gelten muB. Damit folgt fast iiberall die Objektivitat von fo . Durch
Wahl geeigneter Felder fur sv;, fir die die hdheren Gradienten Null sind, kann

man ebenso sukzessive die Objektivitit aller anderen Felder Yy, isptl?
folgern. =

Demnach haben die Felder ¥';, Yy, ... Y, keinen EinfluB auf die
Entscheidung, ob die Lei g objektiv und die Bewegung damit dy isch mdglich
ist. Wir sie deshalb im folgend . und betrachten nur noch die
verkUrzte Version

8L = [,[ <t , bvy> + <mog 80> ] dm
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und fiir den Spezialfall av; a v; und s = oy die Leistung
Lg = H-HA?n P VES 4 <moy .Env“_ dm ,

ohne fiir die reduzierten Funktionale neue Bezeichnungsweisen einzufithren.

Die verlorene Kraft und das verlorene Moment sind gemaB ihrer Definition
diejenigen Bestandteile der virtuellen Leistung, die bei einer Starrkdrper-
modifikation der Geschwindigkeiten

aqn?-.c 5 QX+ v
an v, bzw. @ Arbeit leisten gemaB
BLilk, t, w0 x g + Vo) = <fy Vo> + <Cof + >
= fi<fg ,@x g+ vo>dm + fy<mv , @> dm

= <[, Pgdm ,vo> +< [, (mo+ 1y xP) dm , @> .

Damit folgen wegen der Beliebigkeit der Vektoren vo Und o die
Integraldarstellungen fiir:

+  die verlorene Kraft:
fg = [, fopdm ; A

*  dasverlorene Moment bez. o ¢ F: I
Cof = f, (mog + 7 xfog) dm ; :

*  dieKraft:
kpi= f44g = [t + b)dm =: [, kegdm ;

das Moment bez. o; ¢ F:
Mof i = Cop + dof’
= [, (mo + x¢ x (o + by) dm = £, (mog + vy 2 ko) dm ;
it der spezifischen verlorenen Kraft

fpi= Yy,
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der spezifischen Kraft B: Wirsetzen 5Ly, und &L;, wie auf$. 157 in (V3) ¢in und erhalten mitder

uog= Mg 4 b Objektivitat der Felder for, Yo, Y'¢, Yo, mo, Vg, oY, 0
und dem spezifischen freien Mament
fo <o, Qlwex (rg - a) + a7} > + <mog, ,Qt(w) > Jdm
(Y0 . -
asi¥) = f [ty cQelwix (- 8) + 8)> + <moy , Q% (wd > ]dm
das nicht vom BZP abhangt {deswegen “frei*).
fur beliebige Euklidische Transformati und dami iebi
mit fir beliebi ;
Daraus folgen febige w,.a’cV.
$11.16: Transf i der lokalen dy ischen Grafien bei .
Beobachterwechseln w = und mo, = m, .
Seien £ und { zwei Beobachter und o und o zwei derart gewdhite Damitsind auch alle and induzierten dynamisch Ben gleich. =
BZPe, daB
&'tog = &M) »
§11.18: Diefolg Bedi gen sind dquivalent fir jede dynamisch mogliche
Bewegung:

momentan ist. Dann gitt fir die durch eine virtuelle Leistung induzierten

spezifischen dynamischen Grofien:
1) Die Bewegung ist dynamisch mdglich.

1) die spez. verlorene Kraft ist objektiv:
2) lokale Version des Prinzips von d‘Alembert

fo; = Qg
2) dasspez. freie Moment ist objektiv: Die spezifischen verlorenen Krafte und freien Momente sind aberall
ey = Qg entlang der Bewegung im Gleichgewicht for einen/alle Beobachter
3) die spez. Kraft ist nicht objektiv (nur unter Galilei-Transformationen): =0
me = o

. Koy = QUKo + &
mit

i= o)+ oW 2 -8 .
o= 8 wex e+ 2wpx (vg - 8) + wex (wix ) 3) Derlokale Impulssatz und der lokale Dralisatz

kg = by

B: (1) und (2) folgtsofort ausden Obijektivitits-Befunden des vorigen Satzes, der
mo + 1y X _»qnl X _._n

Rest durch Einsetzen der spezifischen dynamischen GroBen im $11.9und
Vergleich der Integranden.

=
gelten fir einen/ alle Beobachter bez. eines/ aller BZP Qberall entlang der

Bewegung.

§11.17: Diedurch verschiedene virtuelle Leistungen induzierten dynamischen
GréBen sind eindeutig, d.h.sind 8Ly, und 8L, virtuelle Leistungen, so
sind die induzierten dynamischen GroBen o, kg, f, kg Cogs MO Mot

iiberall entlang jeder Bewegung x € 1T gleich.
’

4) Die lokale Leistungsbilanz
gilt far affe Beobachter bez. eines/aller BZP Gberall entlang der
Bewegung:
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g = <k ,vg> + <mo ,@E> - avg ,ve> = 0
Aus der globalen Version des Prinzips von d’Alembert baw. von impuls- .::n_
Drallsatz (s. § 11.10) folgen wegen der Beliebigkeit der Integrationsgebiete
sofort die lokalen Versionen. Die Umkehrung ist trivial.
“(2) = (4}": Es gelten
fp=0=kg-b und my=o
- <hoy ,v> + <m0 ,ag> = <by, vg> = d<vg V> -
"4 = (2)": i ) ) .
Gilt letztere Gleichung fir alle Beobachter, so kénnen wir transformieren mi
dem vorigen Satz
0= <y, v> + <mb , >
= <Qfp . Qdv)+ wexirg-ad + 8> + <Qdmo) . Qdag + W
= <y, vp> o+ <md , wp> + <M, Q*{w, x{rg- &g + 8)> + <mop , QF(w)> .
Die ersten beiden Ausdriicke nach dem zweiten Gleichheitszeichen sind
voraussetzungsgemas Null. Wegen der Beliebigkeitvon Q, w, a und a,
milssen #; = o und mog = o gelten. =
1.4 Spannungsanalyse
Im Lichte des letzten Satzes ist unsere Aufgabenstellung, zwischen %:mq.,ﬂs
maglichen und unmaglichen B gungen zu heiden, geldst, wenn wir

der folgenden Funktional-Sets Oberall entlang den Bewegungen kennen:
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1) die Leistung Lylk, 8 oder die spezifische Leistung ik, ¢,x) fr alle Beobachter;

2}  eine virtuelle Leistung 8Ly(x, ¢, 8vg) fiir einen Beobachter;

3) dieverlorene Kraft f; und das verforene Moment c; firr einen BZP und einen
Beobachter;

4) dieKraft k; und das Moment mg; far einen BZP und einen Beobachter;

5) dasFeld derspez. verlorenen Kraft tv und des spez. freien Momentes me; for
einen Beobachter;

6) dasFeld derspez. Kraft ke und des spez. freien Momentes meg fiir einen
Beobachter.

In der Literatur ist die letzte Alternative am meisten verbreitet, und wir werden
uns im Rest dieser Arbeit im wesentlichen darauf konzentrieren, diese beiden Felder
genauer zu k! und dar llen. Da es sich um lokale Gr&8en handelit,
kdnnen wir uns ohne Beschréinkung der Allgemeinheit darauf beschrinken, ko
und meg fir einen (beliebigen) KSrperpunkt X zu bestimmen, also lediglich Jokale
Betrachtungen anzustellen. Dabei wollen wir ausschiieBen, dafi sich X auf dem Rand
dB des betrachteten Kérpers befindet. Da der Rand als Nullmenge masselos ist,
gelten unsere Aussagen trotzdem noch fast tiberall.

Bisher hdngen die beiden betrachteten Vektorfelder méglicherweise noch auf
funktionale Weise von der ganzen Bewegung x ¢ I ab. Dies ist eine sehr aligemeine
Bestimmung, die noch erheblich konkr rt werden muB, um zu einer
anwendbaren Theorie zu gelangen.

Es ist Gblich, wenn auch nicht véllig unumstritten (s. die Diskussion am Ende
dieses Kapitels), die beiden Felder bezéiglich ihrer raumlichen Abhangigkeiten
itiv in zwei Teile zu zerlegen, nimlich in je

einen Nahwirkungs-Anteil, der sich bei beliebigen Starrk&rpermodifikationen .
ich mitdreht, so daB die intrinsischen Versionen invariantsind, und

einen Fernwirkungs-Anteil, der deformations-invariant ist.

Wir konkretisieren dies in der folgenden Annahme, die nicht als ein
i i N zu steh ist, d ielmehr als eine

g 9
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Einschrankung auf eine spezielle Korperklasse, die freilich immer noch sehr Fiir die Nah- und Fernfelder wie auch fir beide Spannungs-Tensorfelder gilt das
umfassend ist und fast alle bekannten Materialtheorien einschlieBt. Prinzip der lokalen Wirkung (S 11.18) sinngem3B, far die Fernfelder sogar in einer

verscharften Form, da nur die Bewegung des FuBpunktes selbst eingeht.

A11.19:  Diespez. Kraft ke und das spez. freie Moment mo; bez. eines beliebigen Man beachte, daB die beiden Spannungs-Tensor-Felder nicht von einem BZP
Beobachters § setzen sich additiv zusammen aus je zwei Feldern abhingen, jedoch vom Beobachter, was im folgenden konkretisiert werden soll.

_-.n-. = wan + F‘m

§11.20: Transformationen der dynamischen GraBen bei Beahach r.
Seien & und ¢ zwei Beobachter und o, und o, zwei derart gewiahlte

mo = m + mh,

so daB
3 ) ) BZPe, daB momentan

1) die intrinsischen Versionen der n-Felder

B 8 &'o) = &'log
und Ky €I ist. Dann g

Ky{mng) €TxB Die Spannungstensoren sind objektiv:
invariant gegen StarrkGrpermodifikationen sind;
a) To= QT Q*

2) die f-Felder deformations-invariant sind.
) die :Felder de ! i b) Mg = Q M Q”,

o wie auch die Nah-Krafte und Nah-Momente und Fern-Momente:
Die wichtigste Fernwirkungskraft{-dichte} ist die Gravitation, die bei en

technischen Probl auf der Erdoberfliche fur erdf bachter meist
konstant wird ( ionsk ) < kn, = Qfkng)
) d mrg = Qmny)
fo = ,
Es ist Gblich, wenn auch kei gs zwingend, die Nahwirkung: ile in e) mf = Qfmh),

modifizierter Form als Divergenzen von Tensorfeldern darzustellen, was nach dem
Fundamental-Lemma der Potentialtheorie (s. § 5.3, 5. a. BRUNK 1972) immer moglich
ist:

wahrend die Fern-Kréfte nicht objekti
Transformationen):

ind (lediglich unter Galilei-

pe ki =2 div(Ty) f) W= Qi)+ e -
px mng - azi(Ty) =: di(Myp
mit
dem (Euler-Cauchyschen) Kraft-Spannunygs-Tensor Ty € Lin(V,V} Die Objekti der Spannungstensoren wird in der Literatur als Prinzip der
und dem Momenten-Spannungs-Tensor Mg e LinVV) . materiellen Objektivitat bezeichnet. Sie darf nicht verwechselt werden mit der

‘Forderung nach Invarianz unter Starrkérpermodifikationen, die physikalisch ein
‘ganz anderes Phanomen darstellt.

g PE—

Diese beiden Felder sind nach dem F: I-Lemma nicht g
gegeben, kdnnen aber durch Angabe von ten der Sp. gen schlieBlich
determiniert werden. Die Nicht-Eindeutigkeit sollen unsim {ibrigen nicht stdren, da
sie fur die L heidbarkeit in dy isch mogliche und unmégliche Bewegungen
irrelevant ist.

B Wir setzen die n- und f-Felder in die Transformationen von $ 1.9 ein und
erhalten mit den Dichten von . 157 {

Jung dm + [ dm o= [, Qkny) dm + [, Qdkfy) dm + [, e dm
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Tomng dm o+ v % kydm+ [ mf% dm + [, rg % kizdm
= J,Qdm) dm + [,Qdry x k) dm
+ [, Qdmt) dm+ [,Qdrg x ki) dm + [, x ecdm
= [, Qdm) dm + [, Qfr) x Qdk") dm
+ J,Qdmt) dm+ [,Qlr) x QMY dm + J, r x e dm.

Wegen der unterschiedlichen Abhéingigkeiten miissen die n- und die f-Felder
far sich Gberalt gleich sein. Dabei ist e, deformations-invariant, aber Kx'(e)
nichtinvariant gegen Starrkdrpermodifikationen, und gehdrt deshalb zu den
1-Feldern. Damit folgen aus der ersten Gleichung die Beziehungen (c) bis {f).
Aus der speziellen Wahl der BZPe folgt v; = Q4vy und damit (d) und (e) aus
der zweiten Gleichung. Mit den Transformationen von Nabla (s. S. 128)

= QMY
erhalten wir WD
k= dinfT) = Ty, = Qdpe k) = QdivgtTy) = QTYV,0)
= QT Q (VY - ()

Mit T ist auch dessen antimetrischer Anteil objektiv und somit
axi(T) = Qfoxi(Ty) .
Alsaistauch div(My) objektivund damit M; selbst auch = (b). =®

h

§11.21:  Dieintrinsischen Spanr

Auf NOLL (1972) geht der Varschlag zuriick, intrinsische 1gs-Ti
2u definieren, und zwar den intrinsischen Kraft- mvn..:..:au.._.n:uc_.

8pi= Kg' T Ke* € Lin(Tx*B,TxB)
und den intrinsischen M P gs-Tensor

Npi= Ki'MgKe* € Lin(Tx*B.TxB) .
Sie haben die beiden wichtigen Invarianz-Eigenschaften:

von EINSTEIN in der Relativi heorie als R
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' 8 und N sind

a) Euklidisch-invariant
8Ex, .0 = S(K,4X)
Ne§x, ,X) = NelQx, 4, X)
und
b) invariant gegen Starrkérpermodifikationen
8k, ,X) = Sglokg 4, X)
Nelsg, 1,X) = Neakp s X) .

a) falgt aus der Objektivitstvon T und M und der Transformation (s. S. 127)
K= QK
Spi= KU ToKe™ = Ko’ Q" Q Te Q" @ K¢* = §¢
und fir N vdllig analog.
b) folgern wir aus der Invarianz gegen Starrkérpermodifikationen von
K*{kng).
Das bedeutet filr alle kg € Iy und alle Starrkdrpermodifikationen a mit
R:= ax € Ort*(V) (s.5.123)
K, {levgieg, 1, X)) = K, (kvglaxg, £, X))
= K, "{Ifpx din, Ty, £, X)) = K, R*(Upax div, Tela kg, 4, X))
= K, *(Vpx Tylxy, £, XUV, ) = K7 R*(U/pax Telaxy, 2, XNV,))
= K, R*(l/p« Telaxg, ,X) R(Y,))
- Telkg, 4 X) = R* Tifax, t,.X) R
- 8ilky, 6, X) = K Teleg, ¢, X) K,*
= K7 R* RTixg ,X) R* R K,*
= K7 Tax;, %) K*
= Saxg,,X)
Fir N erfolgt der Beweis vollig analog. =

Eine Folgerung aus dem vorherigen umn ist nmm folgende Prinzip, daB analog
prinzip formulierte wurde.
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$11.22: Prinzip der Forminvarianz Diese Version hingt nicht vom BZP ab. Wir kénnen somit konstatieren:

Die Bewegungsfunktionale 8 und N sind for alle Beobachter gieich:
$11.23: Eine Bewegung x ¢ 1 ist genau dann dynamisch méglich, wenn Gberall
entlang x
R X) = Neoyr o X YXeB. derlokale Impulssatz (1. Cauchysche Gleichung)

by X = By, X) vXeB,

B: Ausder Eukiidischen Invarianz folgt oxby = pu kfg + dinTp

SelKe, 1, X) = Sglig, 6,X) = 84 %, 60 = 81 E K, 6X = ST E Ky 1, XD,

und der lokale Drallsatz

undda Z &' eine Starrkdrpermodifikation ist, folgt
= S K, ,X) . o = px mf + axi(Ty) + div(Mp)

fiir einen/ alle Beobachter erfilit sind.

Fur N erfolgt der Beweis vollig analog. ®

Somit erhalt man die lokale Form des Impulssatzes zu Zu den globalen Formen gelangt man durch Integration iiber den Kérper und
Anwendung des GauBsch ie Di .
peby = pe kg + die(T) g vl en Satzes auf die Divergenzfelder:
[,Wedm + [, Teido) = [, bgdm = i

und des Drallsatzes zu und

o= migdm + { M(do) + [, axi(Tg) dV .
rgx by = mng + mf + rgx kg + rgx kfy
= mig + lpe axilTy) + Ipu div(My) + rex kg + Ifpx rgx div(Ty) Wir formen wieder um

= mig+ Mps divMy) + rgx ki + Upx diviegx T, I, axi(T) dV = [ (rxT(do) - f, xgx div(Ty) dm

und erhaiten bei gleichzeitiger Gultigkeit des Impulssatzes
weil man den antimetrischen Anteil des Kraft-Spannungs-Tensors folgendermaBien

umformen kann, indem man auf eine Orthogonalbasis {e;} € V Bezug nimmt: = [QlrxTido) + [, rpx (ki -by) dm

und schlieBlich:
div(egx Ty - rex div(Tg) = [xie: x oitey@er)afask e1)] - rie;x [oitej@er)(a faxkez)] 5, tmly+ rx W) dm + f, (Mg +1xTy (o) = do’

= [olwio) fork-sialon) faxt] <o; eu> oo
'Wir halten das Ergebnis wiederum in einem Satz fest:

= axifazk <ey ;&> ol e;xef
= §i; B ofl e;xe;
= ojk epxe;

= axi(Ty .

Setzt man die gleichzeitige Gilttigkeit des lokalen impulssatzes voraus, so

verbleiben lediglich:
o = px miy + oxi(Tg + div(Mg)



168 §11 Dynamik bewegter Korper
§11 Dynamik bewegter Krper 169

$11.26: Eine Bewegung x € I ist genau dann dynamisch moglich, wenn Gberall o
! gung % g v o $11.25:  Prinzip der virtuellen Leistung

entlang x . .
der globale Impulssatz Eine mmimo:‘-_m & €11 ist genau dann dynamisch méglich, wenn iberall
entlang x fir alle svy, € 8V
[ K dm + [, Tr(de) = i
' * [, <kty, svg> dm + [, <mfy 805> dm+ [ g <8vi, Tefdo)> + [, <seg , Mg({do)>
und der globale Dralisatz = [, <Tg, D> dV + f, <My, grad Bug> dV + [, <bg v > dm

1, Gty + ryx ki) dm + [, (Mg+rgxTg (do) = daf’ mit
oD; := Hovi @V + 8vi®Y %)

8y = - §rof Bvy

bez. eines/ aller BZP far einen/ alle Beobachter erfallt sind.
far einen/ alle Beobachter gilt.

Schreiben wir nun auf, was von der virtuellen Leistung bez. eines Beobachters
abriggeblieben ist. Dabei haben wir den Beobachter-Suffix unterdrickt. Setzt man avg = vg , also das tatsachliche Geschwindigkeitsfeld, so fallen die
virtuelle Leistung und die Leistung selbst Die einzige Vereinfachung, die

Y

sich in obiger Formel ergibt, ist die Identifikation der kinetische Energie

8LIK, 1, 8%) = H._“A? L8V > + <mo .osvu dm

= ._.._”A_Guw.sv + <m? .aEv”_ dm In Arn.qnvain.q. <vg, V> dm = dfdt &‘- <,V > dm = Byt

= f,[<kf+ tpe div(D - b, 8v>

+ <mf + Hpx div(M) + lpx <azi(T) , 30> H dm Es ergibt sich im Zusammenhang mit § 11.18 (4) die

= [, <k, 8v>dme+ [,db{T*Ev)]dV
'511.26:  Leistungsbilanz

Eine Bewegung k € IT ist genau dann dynamisch maglich, wenn fiir alle
Beobachter Oberall entlang der Bewegung x gilt:

- J, <T, grad 8v> dV - [, <b L8V >dm

+f, <mi Ba> dm +[, div[M*(8w)] &V

- I, <M, grad 80> @V + J, <axi(T) ;60> dV
Lgk, ) = Ly, - Lk, 0 - Egiog' = 0

= [, <t v>dm+ [, <mf , 80> dm

+ [, <tv ,T{do)> +f, <30 ,M(do)>
- - mit der 3uBeren Leistung

3 <T , 8D>dV - [, <M, graddw>dV - J, <b ,8v>dm .

Lk, ) := [, <kfp , vg>dm + [, <mf,0g> dm
+ [ g <v . Tedo)> + [, <wg , Mg(do)> ,

Dieser Ausdruck ist genau dann fiir alle sv €3V Null, wenn die Bewegung
dynamisch méaglich ist. Man beachte, da es sich bei obigem Ausdruck
mdglicherweise nicht um die vollstindige virtuelle Leistung handelt, da wir die
(objektiven) hoheren Felder Y; weggelassen haben. Damit erhalten wirdas
verschirfte

derinneren L

g ader
Lig, 8} 1= [, <Ty , De>dV + J, <M , grad > dV-,
und der kinetischen Energie

Eping 1= $f , <vg Jvg> dm .
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Fahrt man die normierte duBere Flichennormale ein gemaBd
n := do/ljdel ,

so sind die Oberflichenanteile jeweils
S, Teldo) = f, Tem) do = [, 8¢ do
mit dem Kraftspannungsvektor
sg 1= Ty,

sowie
f . Mgdo) = [, Mg} do = [, g do

mit den Momentenspannungen
ty i= Mgm ,
die jeweils lineare Funktionen der suBeren Flichennormalen sind. Fir sie gitt das

$11.27: Reaktionsprinzip
Berdhren sich zwei Kérper B; und 8; tangential in mima X
Oberflachenbereich 0 (gem. Skizze), so giltin 0 fur die Normalen
n,= -n, und somit fast Gberall
By, = "8
ty, = by,

aufgenommen.
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115 Non-polare K&rper

Van grofer praktischer Bedeutung sind die non-polaren Kérper, die dadurch
gekennzeichnet sind, da weder im Innern noch an der Oberflache Momenten-
belastungen angreifen (kdnnen):

D11.28: Ein Kdrper 8 heit non-polar, wenn Oberall und immer gelten:
H-.n =0

und
My = 0.

Wir werden uns im folgenden ausschlieBlich mit diesem Spezialfall
beschéftigen. Wihrend der lokale Impulssatz SuBerlich unverindert bleibt, reduziert
- sich der lokale Drallsatz auf

axi(T) = o.

1t 2u der folgenden Aussage:

Diesist 4q

- $11.29:  Furnon-polaren Kérper ist der lokale Drallsatz genau dann erfilit, wenn
der Spannungstensor symmetrisch ist:

T=T" (2. Cauchysche Gleichung).

s 148t eine Spektraldarstellung (s. S. 27) zu

ie des Sp It
T = o e;Re;,

&k heiBen. Ist n die Flaichennormale, so ist

L€ o; Ldad £}

<n,s> = <na,T(n)>

I I g. Sei t Tangenten-

Spanr

vektor an die Kérperoberfliche dB mit
<n,t> =0,

1 = <t,8> = <t,Tn)> = <n,T(t)>
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Satz von der Gleichhheit zugeordneter Schubspannungen
im non-polaren Fall
Die Schubspannung an einer t-orientierten Flache in Richtung o

5$11.30:

ist gleich
der Schubspannung an einer n -orientierten Flache in Richtung t .

Diese Aussage ist dquivalent zur 2. Cauchyschen Gleichung. Sind alle Schub-

spannungen an einer Fliche gleich Null, sa ist n Eigenvektorvon T.
i
? Wir kénnen grundsétzlich den Spannungszustand additiv zerlegen

. T=-pl+T

mit dem hydrostatischen Druck
p:=-4apT
und dem (spurfreien) Spannungsdeviator

=T+ pl=T-46pDI.

i Sind zwei Eig: te vom S5pannung! gleich, so heiBt der
v Spannungszustand achsensymmetrisch; sind alle drei gleich, so kugelsymmetrisch
oder hyd, h ader Drucksp gszustand:

T=-pe®e =-pl .
ieht die Sp igen auf die
. Man kann sie nun auch rechnerisch auf beliebige

Der Spannungstensor T b

ven Flichenel
=+ dere Flachenel beziehen, z. 8. auf diejenigen in der Bezugsplazierung.
- Dazu berechnen wir uns zunachst die Transformationsformel for das Flachenelement
dukt zweier Tanger k t, und

do = 1, x 1, ,dargestellt durch das Kreuzp
t, an die Fliche, bzw. in der Bezugsplazierung

dog = tg, X o, mit ;= Fite) ;

<do,v> = Ap_ x t,v>

<Flty) x Flto) . FF{v)>
det (F) [t s to, F' (¥)]

det (F) <tg, X to, F'(¥)>
det{F) <F* {to, X to},v>
det (F) <F *(do,), v>

= <DF(dog),v>

vveV

mit dem Flachenkonfigurations-Tensor (5.5.82) N
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0= det(F) F*
Damit berechnen wir:

Tido) = T D"(day)
= T det(F) F*(dag)
= T (dog)

mitdem 1. Piola-Kirchhoff-Tensor
T = det(F) TP,
und es gilt dquivalent zur 2. Cauchyschen Gleichung

T=T" & F@M* =g,

Unter den vielen Spannungstensoren wird haufig noch der 2. Piofa-Kirchhoft-
Cl

T":= dt(F) FIT F* = PITes

! der nach zusétzlich die Spannungen in die Bezugsplazierung zuriickrechnet. Er ist
nach der 2. Cauchyschen Gleichung symmetrisch.

1 Interessant werden fiir uns diese Spannungstensoren, wenn wir Spannungs-
eistungen berechnen wollen.

e Leistungsbhilanz $11.26 im non-polaren Fall ist weiterhin
i Lo = Li 4+ Eyy'

rin jedach die duBere Leistung nur noch aus

Ly = [, <kt,v>dm + J g<v,T(da)>
#31eht, und die Spannungsleistung

Liz [, <T,D>dV .
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Sie ist als Integral Gber das Produkt zweier objektiver Tensoren wiederum
objektiv, wie auch die spezifische Leistungsdichte, einer reellwertigen lokalen

Geschehensfunktion
= Ijp <T,D>= 1p sp(T D).

Mit i
D = }F*CF*
folgt li =4t TF*CYp
= $ap (T C/po
= 1ipo sp(1T°™ D)
= Ifpg sp (T F*),
mit det{F) = polp

und dem Greenschen Verzerrungstensor
D= ${(C-1y} = D =3C

\sor T¢ und einen Verzerrungstensor

Man nennt allg: in einen Spar g

D¢ konjugiert, falls
+ op(T* D7)

der spezifischen inneren Leistung entspricht (s. WANG/ TRUESDELL S, 226).

bek intrinsischen § gelangen wir,

Zu dem bereits P g
wenn wir die zur lokalen Konfiguration G konjugierte Spannung berechnen:

il = 1lpsp(T D}
= Iipup(T 3K* G" K)
= 1/2p) sp(K' TK™ G)
= W@p) 5p(8 G)
mt 8 := K'TK* € Lin(Tx*B.TxB) .

Die 2. Cauchysche Gleichung ist 8quivalent 2ur Symmetrie 8 ¢ Sym(Tx*B.Tx8).
ivalent zur Euklidischen Invarianz von 8 (5.5 11.21).

Die Objektivitat von T ist aq
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Diskussion des Vorgehens

:akaitsford £al, d an n

neben gl 1igen folg: gr g

n

Im 11. Kapitel
Annahmen getroffen:

1) Das Prinzip des Determinismus (ber die Existenz eines Arbeits/
Lei funktionals mit der Eigenschaft, fiir Geschwindigkeits-Nullfelder

ebenfalls zu verschwinden.

h mdglichen

2) Die Objektivitats-Hypothese der Arbeit / Leistung bei dy
8Bewegungen.

3) Die Existenzannahme einer virtueflen Leistung als stetige lineare
Fortsetzung der Leistung.

zu 1)

Jeder naturwissenschaftlichen Theorie liegt die Annahme zugrunde, daB Natur {im
weitesten Sinne) berechenbar ist. Darober hinaus wird aber konkret das
grundlegende Konzept der Theorie benannt, womit alle anderen Konzepte
bgeleitet oder definiert werden. Wir haben uns dabei aus einer Reibe von Gritnden

fir die Arbeit entschieden, wihrend es sonst vielfach Gblich ist, die dynamischen
GrdBen Kraft und Moment an den Anfang zu setzen.

Der zweite Teil des Determinismus-Prinzips beinhal die allg
kzeptierte \ llung, daf “Lei bsorbti generell nur konvektiv, d. h. in

hang mit L derungen, stattfinden.” (TROSTEL 1985 II, 5. 121). Wir
1 bendtigten diese Annahme spater bei der Konstruktion der virtuellen Leistung: eine
Funktion, die fir das Null-Argument einen von Null verschiedenen Wert hat, kann
grundsitzlich nicht linear veraligemeinert werden.

o fzustellen far die
dynamische Maglichkeit mechanischer Prozesse. Ublicherweise sind dies Bitanz-
gen oder variationell I g Wir haben stattdessen das

kriterium unter Euklidischen Transformationen gewshit. Dies 138t sich

dig, in einer wei Annahme ein Kri
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freilich sofort auch in eine Bilanz umformen, die die Differenzgrdfen bei
Beobachterwechseln beinhaltet.

zu 3)

Es wurde bereits angemerkt, da8 die Existenz einer virtuellen Leistung keineswegs
selbstverstandlich ist, wobei die Transformationseigenschaft (V3) Probleme macht.
Ein Funktional, das lediglich (V1) und (V2} erfullt, 188t sich fir einen Beobachter
grundsatzlich finden. Mit (V3) ist es dann auch fir alle anderen Beobachter
determiniert. Es muB aber (V2) fiir alie Beobachter gelten, und dies ist der nicht-
triviale Kern der Annahme.

Im Riickblick kénnen wir allerdings feststellen, daB in jeder-Theorie, die eine
Leistungsbilanz (wie z. B. in $11.26) aufstellt, auch die Existenz einer virtuellen

Leistung gesichert ist, und dassind praktisch alle Kontinuumstheorien.

Wir haben die virtuefle Leistung nicht als grundiegendes Konzept gewdhit, da
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S. 56). Die Arbeitsprinzipien spielten immer schon eine wichtige Rolle neben den
dynamischen Gleichungen und haben auch in unserer Zeit wieder viel Bedeutung
erlangt durch den Bedarf an Variationsprinzipien fir Ndherungsverfahren.

Eine wichtige Vorarbeit fir unser Konzept war die Entdeckung von NOLL {(1963)
und GREEN/ RIVLIN, daB man die Bewegungsgleichungen aus der Objektivitst der
Leistung folgern kann. GURTIN/ WILLIAMS und GURTIN {1972) haben den Versuch
unternommen, die Leistung als grundlegendes Konzept einzufiihren und die
Dynamik abzuleiten.

Die grundlegende Idee aller dieser Ansitze ist, die dynamischen Gré8en als die
Dualen der kinematischen GréBen beziglich der Leistung zu erkliren. Dieses
Konzept ist insbesondere dann fruchtbar, wenn zwar die DeformationsgréBen
bekannt sind, nicht jedoch die KraftgroBen. Von ._.wom._.m_. {1980) u.a. wurde diese
Methode wiederhalt dazu ang 'dt, neue Sc (1] und Spannungs-
tensoren zu erfinden (zum Teil wurde hier statt der (Gesamt-)leistung die

sie empirisch grundséatzlich nicht ermittelbar ist, selbst wenn man Leistungen
kann. Dies driickt sich darin aus, daB die virtuelle Leistung - falls existent - nicht
eindeutig sein kann.

haolai i tech, a0

Die aus der virtuellen Leistung abg ten dy hen wie Krafte
und Momente wiederum sind eindeutig. Damit erstreckt sich die Ambiguitit der
virtuellen Leistung lediglich auf diejenigen Anteile, die zur Entwicklung einer
Dynamik irrelevant sind.

Wir sind also mit diesen drei Annahmen in der Lage, die Dynamik m.:amﬁ_n
abzuleiten, d. h. das Kraft- und M k , dessen vollsts
Transformationsverhalten, sowie die beiden Bilanzgleichungen impulssatz _._E_
Drallsatz.

Es sei betont, daB an keiner Stelle ein Newtonsches Beobachtersystem ak
“Inertial-Raum” ausgezeichnet wurde. Die Theorie gilt fir alle Becbachte;

gleichberechtigt:

Die Idee, vom Arbeits-/ Leistungsbegriff ausgehend Mechanik zu betreibel
vielleicht so alt wie die Mechanik selbst. So sind von Jordanus Nemorarius Arbeiton
aus dem 13. Jahrhundert bekannt, die zeigen, daB das Prinzip der virtuellen Arbef
fast 400 Jahre vor dem Stevin/ Newtonschen Kraftbegriff klar erkannt war (s. HUND:

Dissipations! g benutzt).

Bezug zur klassischen Vorgehensweise

Oblicherweise werden die dynamischen Groflen (Krifte, Momente) als
grundlegende Konzepte eingefithrt und Leistung/Arbeit als abgeleitete definiert. Im
einzeinen werden traditionell folgende Annahmen getroffen:

1) Es gebe ein n:ummnm_n__:m»mm Newtonsches Beobachtersystem, das die
g nten ialrah bach

er enthalt.

Es existieren Kréfte und Momente als vektorwertige Bewegungsfunktionale,
die Dichten besitzen. '

Die Momente werden bezugspunktabhiingig eingefihrt, fir den Bezugspunkt-
Wechsel wird das Varignonsche Prinzip oder eine dazu aquivalente Aussage
postuliert.

Kréfte und M sollen bez. £t

Transformationen objektiv sein.

Fur alle Inertialrahmen-Beobachter gelten der impuls- und Dralisatz.
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Nun solite man grundlegende Konzepte méglichst so wihlen, daB eine
empirische Vorstellung von ihnen bereits vorliegt. Leider besitzt der Mensch aber
keinen Sinn, um Krafte und Trégheiten auseinanderzuhalten. Auch der Begriff
Inertialrah muB probl isiert den. Historisch gesehen lag es nahe (und
liegt es bei vielen technischen Anwendungen immer noch), die Erde, die einst als das
Zentrum des Universums angesehen wurde, als den Inertialrahmen zu betrachten.
Als sich dann in der Renaissance jedoch ein heliozentrisches Weltbild durchsetzte,
erkidrte man die Sonnen (‘Fixsterne’) zu den Festp kten eines Inertialrah
{nzwischen wissen wir, daB auch sie sich in Bewegung zueinander befinden, und daB
nicht einmal die Galaxien “fix" sind. Kein Astronom kann also in seinem Teteskop
einen Intertialrahmen sehen.

Damit befindet man sich in einem fatalen ZirkelschiuB:
Man verifiziert die Eigenschaft eines Beobachters, "inertial” zu sein, durch Einsetzen
der dy ischen Ben in die B gungsgleichungen Impuls- und Drallsatz.
Letztere hatte man aber bereits dazu benutzt, um Kréfte und Momente zu
bestimmen. Die Dreifaltigkeit, bestehend aus Inertial-Rahmen, dynamischen GréBen

und Bewegungsgleichungen, ist in sich tautologisch: sie ist weder verifizierbar noch

falsifizierbar.

TRUESDELL TQUPIN (5. 533) schreibendazu:
= The difficulty of identifying an inertial frame by experiment is well known.
This difficulty, however, is not reflected in the formalism of the subject. Rather,
it arises from the fact that in practice force is generally measured by
acceleration (...). If this is the case, in order to determine the force one must
first, and independently, verify that his frame is inertial, which results in a

circularity. *

Dieses Vorgehen wird durchaus praktiziert. Stellt man durch Messungen
Ur 1 der B gungsgleichungen fest, so p
neuer oder anderer Krafte. Man hatte aber mit derselben Berechtigung bezweifeln
kénnen, einen Inertialrahmen benutzt zu haben.

Eine solche Theorie gebiert das formale Handicap, daf8 die dynamischen

GroBen Euklidisch objektiv sind, wahrend die sie enthaltenden Bewegung

gleichungen nur Galilei-objektiv sind, oder : “Die Invarianzgruppen der universellen
ich i also ... nicht iiberein” [BRUNK 1976,

und der k itutiven Feldg g
$.3).

liert man die Existenz
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Es liegt deshalb nahe, das ganze Inertialrahmen-Konzept fallen zu lassen und
die Krifte so zu transformieren, daB sie far alle Beobachter gleichzeitig die
hungen der erfiillen oder nicht erfiillen.

n, laai.
gungsy

Damit geht bei der Transformation der Tragheitsterm e, €in, und die Kréifte
sind nicht mehr objektiv. Dieser auf CLAIRAUT zurickgehende Vorschlag wurde oft
wiederholt, so 2. B. auch von NOLL (1959, S. 279):

* A clarification was finally given by Einstein in his general theory of relativity,
in which gravitational forces and inertial forces cannot be separated from each
other in an objective manner. If we wish to stay in the realm of classical
mechanics we may resolve the paradox by sacrificing the objectivity of the
external body forces while retaining the objectivity of the essential types of
forces, the contact forces and the mutual body forces.”

Wihrend das Inertialrahmen-Konzept in der Klassischen Mechanik insgesamt

entbehrlich ist, soll nicht bestritten werden, daB es in der relativistischen Mechanik
als lokale Eigenschaft durchaus niitzlich sein kann (s, e. ., TROSTEL 1982).

ALEXIS CLAUDE CLAIRAUT 1713 - 1765

2Zur Einteilung der Krafte

Fohrt man die dynamischen GroBen als Duale von VerriickungsgrdBen ein, so
.n-__m_n man lediglich die fiir den Korper. Um zu einer eindeutigen
Einteilung in massen- und oberflichenverteilte Kréfte und Momente zu gelangen,
zuséitzlicher Kriterien. Die Literatur auf dem Gebiet der

hanik arbeitet an dieser Stelle mehr mit Glaubenssatzen als mit

engen Definitionen. In aller Regel wird von einer ..m-!.mo_.m.m:ﬁ:::u in
ktgréBen und teilten itd g gen. Fiir letztere ist die
itation wichti ispiel. Bei TRUESDELL/ TOUPIN (S. 533 ff, 536) werden noch

gegenseitige Belastungen” als dritte Kategorie eingefahrt.

Versuche, diese Einteilung zu substantiieren oder auch nur zu proble-
atisieren, sind auBerst selten. Zu den Ausnahmen gehdrt HAMEL (1922, 5. 55), der
viel Mihe gibt, die Einteil ikalisch zu ivi , dann aber einraumt:

g phy
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"Wir werden spater sehen, da man flachenhaft verteilte Krafte immer auf
Volumenkrafte zurdckfihren kann, wenn man will; das Umgekehrte geht nicht
immer. Es ist deshalb kein Fehler, wenn wir Krafte als Volumenkrifte auffassen,
gs meist als Sp gedacht werden”.

die sonst g

BRUNK A.._wuu. $. 30) hat darauf hingewiesen, daB mit Hilfe des Fundamental-
L der f ie durchaus auch “das Umgekehrte immer geht”. Man
muB also k i , daB - - die rest den Fern- und
Nahkréfte als solche nicht unterscheidb werden mu8 also nach einem

physikalischen Unterscheidungskriterium.

h h 43

sind.

h IS

h

Befragen wird die Mikrophysik. Dort ist es ebenfalls Ublich, die
Wechselwirkungen zwischen Partikeln bezdglich ihres EinfluBbereiches in zwei
Gruppen einzuteilen:

1) den Nahbereich hselwirkung 2. B. der schwachen und starken
Wechselwirkungen, elektrische Wechselwirkungen, kovalente und metallische
Bindungen, magnetische Dipole; und

2) den Fembereict hselwirkungen, z. B. der Gravitation, elektrische und
magnetische Wechselwirkungen bei nach auBien hin nicht neutralen Ksrpern.
Diese Einteilung ist jedoch keineswegs exakt, sondern eine

&8 d bschatzung. Jede Wechselwirkung ist sowohl im Nahbereich als

auch im Fernbereich aktiv, aber eben nur “mehr oder weniger®. So wird bei
TRUESDELL/ TOUPIN (S. 537) eingerdumt:
*In their effect upon motion the three types of loads are indiscernible ...".
Und weiter: “The distinction of forces, as may be expected from the a priori
nature of force itself, classifies our k of the circ of a body.

Generally, a problem which is simple and hence natural when put in terms of
contact loads becomes intricate and artificial if put interms of mutual or

extrinsic loads”.

$o deutlich werden die Schwierigkeiten nur selten zugegeben. Meistens wi d
an die physikalische Vorstellung appelliert, daB die Nahkréfte an der Oberflache

angriffen und die Fernkrafte im Innern des Karpers. Dieser Glaube fuBt aber eher aut
188t sich die

barcilealicet, oy .

Denkgewohnheiten als auf Fakten.
Gravitationskraft - eine klassische Fernkraft - durchaus vorstellen als ein FluB durc
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die Oberfliche des Kérpers und modelliert als Divergenz eines Tensorfeldes, zumal
ein Gesetz vom reziproken Abstandsquadrat ebenfalls bei Licht- und Schall-
ausbreitungen Anwendung findet, zwei typischen Ausb

: ohi
tungs-P

Man mag nun aus allem mit HAMEL (1922, 5. 55) den SchluB ziehen: "For den
Fortgeschrittenen ist es vom mechanischen Gesichtspunkt aus ganz gleichgaltig, wie
er eine Kraft auffaBt”. Damit wirde man aber praktisch der gesamten
Materialtheorie den Boden entziehen. Wir haben deshalb eine Einteilung in Nah-
und Fern-Felder vorgeschlagen, die zumindest physikalisch prazisiert ist. Es soll nicht
behauptet werden, daB es keine Krifte gabe, die in unserem Sinne weder den Nah-
noch den Fern-Feldern zugerechnet werden kénnen. Immerhin diirfte deren
Bedeutung in der Kontinuumsmechanik uBerst gering sein.

xr Die Einteilung der dynamischen GréBen in starrkdrpermodifikations-invariante
nFelder und deformations-invariante -Felder ist folgenreich: wir gelangen zum
Begriff der Spannungstensoren, die sich als objektiv herausstellen und dem Prinzip
der Forminvarianz geniigen.

hial

haid.

tiven

Fir die F g ihrer Objektivitst war d, die nicht.
_Anteile der spezifischen dynamischen GréBen als deformations-invariant den f-
Feldern zuschlagen zu knnen.

b

Die drei Begriffe Objektivitst (O), Invarianz gegen Starrkérpermodifikationen

()} und Forminvarianz (F) hiangen eng zusammen. Um so wichtiger ist es, sie

 begrifflich streng zu unterscheiden. Bei TRUESDELL/ NOLL und vielen anderen

y wird beisp ise (F) durch (0) und (1) formal

2usammenfallen und demzufolge als ein "Prinzip der materiellen Objektivitit”

behandelt werden. Lediglich in den historischen Anmerkungen wird zwischen seiner
aktiven (J) und passiven Version (O} differenziert.

Aut P m

Das aus der de Prinzip (F) wird nur von wenigen
Autoren benannt, geschweige denn pi sind BRUNK (1976),
MUSCHIK/ BRUNK, TROSTEL {1981, 1982), BERTRAM (1983), KRAWIETZ und WANG/
RUESDELL (5. 102), wo es heiBt:

“... the functional(s) ... do not depend on ¢ (dem Beobachter). This basic fact is
~ easy to understand; it merely reflects the condition that the procedure for
specifying an observable kinematical quantity with respect to a frame is
independent of that frame”

eorie

o - |
t. A
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Als Beispiel wird die Geschwindigkeit genannt, die als Ableitung des
Ortsvektors {F) erfiillt, aber weder objektiv noch invariant ist. Bei BRUNK (1976} und
KRAWIETZ (S. 159 ) wird dies im Zusammenhang mit MULLERs (1972) Einwand
ausfishrlich diskutiert. Darin wird beispielsweise der kei g hiieBend
Fall betrachtet, daB die Spannungen neben den DeformationsgrsBen zusatzlich von
der Winkelgeschwindigkeit gegeniiber einem Beobachter abhangen. Betrachtet
man diese als unabhangige Variable der Spannungen, so erfilit das Funktional nicht
(1}, sondern nur (0) und (F). Betrachtet man sie jedoch als Parameter, von dem das
Funktional in seiner Form abhngt, so werden (F) und (J) verletzt, nicht jedoch (O).

Im Rahmen der vorliegenden Theorie werden derartige Krifte nicht als
Spannungen betrachtet, weil sie nicht {)) erfulien. Man sieht aber an diesem Beispiel,
daB der Gel bereich g ter Prinzipien von der prazisen Angabe der

Definitionsbereiche der Funktionale abhangt.

Es sei an dieser Stelle vermerkt, daB es auch kritische Stimmen gibt, die alle

diese Prinzipien (Objektivitat, lokale Wirkung, Determinismus) wie auch eine
. Hlal .

axiomatische Vorg
WOOQDS).

Teil HI: Materialtheorie

Empfohlene Literatur: NOLL {1972), BERTRAM (1982}, KRAWIETZ

12. Materielle Systeme

he Untersuch It haben, die

wahrend wir im ersten Teil physil
fur alle Materialien gleichermaBen gelten (in der Literatur hiufig als "universell”
bezeichnet), soll der nun folgende Abschnitt die material-individuellen

mechanischen Eigenschaften beschreiben und kategorisi . Eine rig
h jal-individuellen Phi wie wir sie

T g und mater
vornehmen, ist freilich nicht unproblematisch, wie wir bei der Einteilung der Krafte
in Nah- und Fernwirkungen bereits angedeutet haben.

Zunichst ist festzustellen, daB wir im Rahmen dieser Theorie nicht afle
Materialien unter affen physikalischen Bedingungen beschreiben kdnnen.

Wir schlieBen beispielsweise aus:

+ relativistische Effekte, wie sie bei Geschwindigkeiten nahe der Licht-
geschwindigkeit oder bei starken Gravitationsfeldern auftreten,

mechanische Effekte aufgrund von thermischen, chemischen, optischen und
anderen nicht-mechanischen Ursachen,

mechanische Effekte der einzelnen Komponenten von sich durchdringenden
Stoffen (Mischungen, etc.) oder sich reibend berithrender Kdrper,

Materialien, an denen verteilte Momente angreifen (polare Medien oder
Cosserat-Kontinua),

Materialien, bei denen hohere Deformations-Gradienten die Spannungen
beeinflussen kénnen {nicht-einfache Materialien).
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Trotz dieser Einschrankungen sei jedoch betont, daB hier die allgemeinste
geschlossene Materialtheorie vorgestellt wird, die es zur Zeit gibt, und die
Materialfille, die wir damit beschreiben kénnen, immer noch sehr groB ist.
AuBerdem lassen sich die Variablensitze dieser Theorie leicht ausdehnen, um auch
andere Materialklassen in die Beschreibung einzuschlieBen. In BERTRAM (1980,
1982} ist dies fur thermo-elektro-mechanische Materialien geschehen.

Fast alle der folgenden Konzepte sind NOLL (1972) entnommen, der wohl
wichtigsten Arbeit der modernen Materialtheorie. Sie wurden in BERTRAM {1982)
unter EinschluB innerer Zwangsbedingungen modifiziert. Zahlreiche Vertiefungen
und Anwendungen findet man bei KRAWIETZ.

1241 Prozesse

Die grundlegende praktische Vorstellung unserer Materialtheorie ist, beliebig
viele homogene gleichartige Proben zu haben, mit ihnen Deformationsversuche
durchfithren zu kénnen, und dabei die Spannungen messen zu kénnen. Auf die
experimentellen Schwierigkeiten, die dabei auftreten, soll hier nicht eingegangen
werden.

Damit sind die unabhéngigen GroBen dieser Materialtheorie Konfigurations-
prozesse, und die abhangi die Sp gen am Ende der Prozesse. Den
Zusammenhang bildet ein Materialfunktional.

D12.9: Sei d e R°* und V linearer Raum. Dann heiBt eine Abbildung
P:lo,d - V

ProzeB der Dauer d .

Wir werden spater den linearen Raum mit dem Konfigurationsraum eines
Kérperelementes identifizieren und erhalten somit Konfigurationsprozesse.
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Falls nicht anders bemerkt, bedeutet fiir einen Index i im weiteren d; immer die
Dauer eines Prozesses Pp; .

Ein Proze8 P, von der Dauer 4 = 0 heiBt Nullprozes.

Ein ProzeB mit P») = konstant fiir alle ¢ ¢ [0, d] heiBt konstanter ProzeB oder
Einfrierung der Dduer 4 .

Seien P; und P, zwei Prozesse mit P,y = P2(0) ,s0 sei die
Hintereinanderschaltung der Prozesse durch

Pge Py(e) 1= Poly) fir ¢ < dy
PeoPy(0 := Plt-di)  ford; <2< (d+dy

definiert. Diese Verknapfung ist nicht } tativ, aber iativ:

(P3o Pg) s Py = Pye (Pg o Py)

:{\ﬁ},_ln

¢
dy+dp

P = Pg+ Py nennen wir;

Py : TeilprozeBvon p ;

Pg': Fortsetzung von P; ; fiir dy = 0 : echte Fortsetzung;
. Ppund Py ProzeB-Segmente von P .

_ Offenbar kann man jedem ProzeB den N lip 8 mitdem Anfang tdes
dzesses beliebig oft vorschaiten; das Resultat istimmer derselbe ProzeB. Analoges
fir den Endwert.

i
A
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D12.2: EineProzeBklasse P isteine Menge von P die die folgend

Axiome erfillt:

{P1): P istnichtleer;

(P2} alle ¥ begi mit d Iben Anfang t:

PPy P - Pl0) = Ps(0)
(P3): alle Teilprozesse von Prozessen aus P gehdrenzu P ;
(P4): 2ujedem ProzeB P; aus P gibt es eine echte Fortsetzung P; ,sodaB

Pg= Py € v

Folgende Typen von ProzeBklassen sind u. a. denkbar:
« P besteht aus allen Prozessen (ob stetig oder nicht) mit demselben Anfangswert;

« die Dauer aller Prozesse ist kleiner als eine feste positive reelle Zahl: das System
{als nicht der

b "
g es Sup

hat nur eine endliche 1
Dauern aller Prozesse);
alle Prozesse sind ~mal stetig differenzierbar - = 1) .

Einige einfache Folgerungen werden ohne Beweis genannt:

p

p

Jede ProzeBkiasse enthalt genau einen 3 P, ,derT

eines jeden Prozesses ist. Das heiBt, dafl fiiralle P ¢ P gilt : P = P> Py
( P, istdie rechisseitige ldentititin P bez.- ).

$12.3:

Jede ProzeBklasse enthalt mindestens einen ProzeB der Dauer d = 0,
und damit auch seine iberabzahlbar vielen Teilprozesse.

Indem wir den Begriff Bewegungsklasse eines Korpers lokalisieren und beziiglich
starrkdrperbewegungen fasern, erhalten wir die ProzeBklasse eines Kérper-
Sie enthait von Konfigt des Kérper-

L oder intril

Ahfnl
g

" teabab

he lokale K

. "

D!

d i sind Konseq der

Die folg
(1) - (15) des Abschnitt 10.7.
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Sei 8 Kérper, X ¢ B Kdrperpunkt, It Bewegungsklasse des Kdrpers, und
k ¢ 11 Bewegung der Dauer d beginnend zur Zeit 13 = ¢. Dann istdie
Abbildung

$12.5:

P:lo,d] = Sym*(TxB Tx*B)
definiert durch
P() 1= K@X)* B0 = Kxlt)* Ky{d = Gxlt)
ProzeB der Daver d .

Die Menge P aller Prozesse, wenn k ganz II durchlduft, ist ProzeBklasse
(erfallt also die Axiome P1 - 4).

Da wir uns gleich auf die intrinsischen Konfigurationen eingeschrankt haben,

gitt

§12.6: Die ProzeBklasse P ist Euklidisch invariant.

._<<=<<m_.nm= in diesem und dem folgenden Kapitel den Punkt X ¢ B als beliebig,
- aber fest gewdhit betrachten.

12.2  Prinzip des Determinismus

Al da A

Wir stellen nun die gr g der Materialtheorie auf, die
ilweise die Ergebnisse von Kapitel 11 beinhaltet (Euklidische Invarianz,
.,.“.,mo__w.:m:‘sw:mzn. Invarianz gegen Starrk&rpermodifikationen), und darGber hinaus
eine spezielle Materialklasse definiert: einfache non-polare Materialien ohine innere
g gung Es h sich bei dem Prinzip um die Existenz eines
rialfunktionals, auch Materiaigleichung, Stoffgleichung, konstitutive Gleichung

Hal

Prinzip des Determinismus

Der (intrinsische lokale Konfige ) ProzeB b
(intrinsischen) Spannungen am Ende des Prozesses,
d. h. es gibt ein Materialfunktional

P — Sym(Tx*B.TxB)
- 8{d) .

F:

Pi
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n: P - xirtDSym(TxB, Tx*B)

D12.8: Sei X € B materieller Punkt, P ProzeBklasse von X und

F Materialfunktion definiert auf P.
Dann heiBt das Tripel MS = (X, P,F) materielles System.

P o= (Pld),Pld), ..., PYd))

&o Projektion, die jedem ProzeB den Endwert und die ersten -
linksseitigen Zeitableitungen zuordnet. Wir setzen far den NullprozeB

Beispiele fiir materielle Systeme (s. a. TRUESDELL/ NOLL)
alPe} 8 (Go, Gy, ... G} -

1) Elastizitat f Sei
D12.9: Sei x ¢ Bund G, € Sym*(Tx8,Tx"B) . [: xC+USym(TxB,Tx*B) — SymiTx*B,TyxB)
sei P die Menge der stickweise stetig differenzierbaren Prozesse mit und
Anfangswert G, . F:=fn.
Dann heiBt (X,P, P jelles S vom Diff ialtyp vom Grade r.

Sei n die Projektion der Prozesse auf ihren Endwert:

n(P) := Pld) = G{d} ,
Beispiel: kompressibles Reiner-Riviin-Fluid (s. 5. 227)

f eine Abbildung
f=2%Gd)" + ) ! @ . '
f: Sym*(TxB,Tx*B) — Sym(Tx*B,TxB) + A Gld)? G'(d) G(d)! + A Gld)* [G'(d) G(d))?
mit den drei reellwertigen Funktionen A; von der Dichtesnderung

und
po/px = det{Go G(d)”) und den drei Hauptinvarianten von G'(d) Gid) " .

Fi=fn.
lastisches materielles Sy

Dann heiBt M8 := (X,P. P
Spezialfall: kompressibles Navier-Stokes-Fluid (1, € R*)

iet: i fastische Kdrper
f =2 det{Go Gl ] Gl + p Gld)? G'(d) Gd) .

f = ap Gld)* + a7 Gg* + a3 Go' Gl Gy

3

mit G, € Sym* (TxB, Tx*B) und den reellen Funktionen o; der drei Hauptinvarianten
| materielle Systeme vom Integraltyp

von G(d) G, . Die Bedeutung von jsotrop wird im Kapite! 15 Gber materielle

Symmetrie erklirt und auf S. 225 aufgegriffen.
.11: Sei X € B und

f: [0,%) — Lin[Sym*(TxB,Tx*B), Sym(Tx*B,TxB)]

2) ielle Sy vom Diff VP
D12.10: Seix e Bund r€N. A “_.a P die Menge der p mit gegeb Anfangswert G, , fir die
sei P die Menge aller r-mal stetig differenzierbaren Prozesse, fur die der as Faltungsintegral
Anfangswert und die ersten r (rechtsseitigen) bleitungen jeweils FIP) = (% fls) P(d-s) ds
leich sind: isti i
gleich sind existiert. Dann heiit (X, P, F) materielles System vom Integraltyp.

PO) = G, . PO) = Gy .., PINO) = Gy vPeP,

2uziiglich des Nullprozesses. Sei
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123 Herstellung von materiellen Systemen

Dem Konzept des materiellen Systems lag der Gadanke zugrunde, daB wir aus
einem bestimmten Ausgangszustand heraus einen beliebigen ProzeB der ProzeB-
Kklasse durchfahren kénnen. Bleibt die Frage zu untersuchen, womit wir es nach
einem solchen ProzeB zu tun haben. Handelt es sich immer noch um dasselbe
materielle System? Oder haben wir es jetzt mit einem vbllig neuen System zu tun?
Und in welcher Bezichung steht dieses zu dem alten? Der folgende leicht
nachprifbare Satz liefert uns ein Werkzeug, diese Frage zu untersuchen:

§12.12: Herstellungssatz
Sei MS = (X,P,F) materielles System und P, € P beliebig festgewshit.

Dannist M§' = (X,P F) mit
P = {P|PoPy€EPY)
F(P):= F(P' =Py veer

auch ein materielles System.

Wir wollen folgende Ausdrucksweise einfohren:

™S’ ist das Giber den HerstellungsprozeB 2, aus MS hergestelite materielle System.
Die Abbildung, die jedem (Herstellungs-)Proze aus P das hergestelite materielle

System zuordnet, wird Herstellung genannt:
R: P - M:= k(P
Py MS' .

Ly heift sind
t

Sie ist fir jedes materielle System nach obiger Konstr hrif

definiert und, da jeder ProzeB nach (P4) echt fortgesetzt werden kann, auch immes
k ] ozesse das

sinnvoll. Es kann natarlich vork daB fur besti b g

hergestelite materielle System formal identisch ist mit dem Ausgangssystem. Dies gilt

immer far den NullprozeB.

Falls Prozesse verknipfbar sind, kdnnen wir auch die Herstellungen verkniipfen
und erhalten eine Kettenregel: )

$12.43: Sei MS = (X, P,F) materielles System mit Herstellung & , P = Py = Py £
und MS' := h(P;) mitHerstellung &' .

Dann gilt:
hiPy e Pp) = &' (Pp)
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Dies folgt unmittelbar aus der Definition des hergestellten Materials.

Mit dem Begriff Herstellung 1aBt sich auf der Menge der definierbaren

materiellen Sy eine Quasi-Ord gsstruktur einfahren:

MS; < MS; {oder MS; > Ms;) MS; istaus MS, herstellbar,

d. h. es gibt in der ProzeBklasse P; von MS; einen HerstellungsprozeB P mit
MS; = hz(P) . Die Relation < ist reflexiv und transi

Dabei beachte man, daB i. allg. nicht gilt

(M5; < MSz) und (MS; < MS;) = MS; = MS; .

Dies macht gleichzeitig den Unterschied zwischen einer Ordnungsstruktur und einer
Quasi-Ordnungsstruktur aus.

c.:. die Art der vorliegenden Struktur deutlicher zu machen, seien kurz die
verschiedenen Méglichkeiten dargestelit, wie zwei oder drei materielle Systeme
R
in ing stehen ko Seien MS;, MS; und MS; materielle
Dann sind folgende Fille denkbar:

4

M8y =3 MS;

< MS;) und (MS; < MSy), aber weder (MS; < MS,) noch (MS; < MSy)

MS;
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5) (MS; < MSy) und (MS; < MS;) , aber weder (MS; < MS;) noch (MS; < MSp) Wir werden spater sehen, daB die Gleichheit nur dann immer gilt, wenn MS einer
speziellen Materialklasse angehort, den sogenannten revertierbaren Materialien.
FiOr nicht-revertierbare Materialien gilt die Gleichheit nur fiir eine bestimmte
Untermenge von aus ' MS hergesteliten materiellen Systemen, beispielsweise fiir

dasjenige, das liber den Nullproze hergestellt wurde.

6) (MS; < MSz} und (MS; < MS;) = (MS; < MSy) (Transitivitat)

. ME) g MSz - M8,

7.) (MS; < MS;) und (MS; < MSg} und (MS; < MSp) = (MS; < MSj)

MSy

N
-~

M8

1

8.) (MS; >< MSy) und (MSy >< MS;) = (MSp >< MS;}

MS;

MS;

Fall 4 ist besonders interessant; aus zwei materiellen Systemen, die nicht
auseinander herstellbar sind, kann ein gemeinsames drittes hergestellt werden. Di
ist der Grund dafir, daB wir materielle Systeme, die auseinander herstellbar sind,
nicht einfach miteinander identifizieren.

$12.14; Sei MS' = (X,P',F') aus MS = (X, P, P herstellbar, undsind & und »*
Herstellungen von MS bzw.von MS‘ . Dann gilt

R{PYD R (P
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13. Zusténde
Empfohlene Literatur: ONAT (1968, 1970), NOLL (1972), DASHNER, FABRIZIO/ LAZZARI
Mit den bisher eingefihrten Begriffen sind wir in der Lage, den Zustand eines

materiellen Systems zu definieren. Dazu wéhlen wir den aus der Systemtheorie

bel imalen Z dsraum.

Sei MS = (X, P,F) materielles System und & seine Herstellung. Wir
auf P eine Aquivall

D13.1:

elation z :

PP

Py 2 Py P kP = MPY

d.h. zwei Prozesse der ProzeBklasse sind dquivalent, falls die Gber sie
hergesteliten materiellen Systeme identisch sind.

Die Aquivalenzk! heifien Ande des materiellen Systems MS ,
ihre ge heifit i Z:=Plz.

Die zum NullprozeB Aquivalenten Prozesse heiBen Kreisprozesse,
ihre Aquivalenzklasse heit Anf: d

Man beachte, daB also Kreisprozesse immer 2ustands-Kreisprozesse sind, was
wesentlich scharfer ist als die kinematische Forderung, daB P{0) = P(d) ist.

Alsill ives Beispiel dieses Z g
Materialklasse geben {s. OWEN/ WILLIAMS, PIPKIN/ RIVLIN):

dp

es wollen wir die Definition einer
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2wei Prozesse P, und P; hei3en dhnlich, falls es eine monaton steigende
Relation

D13.2:

a:[0,d]—[0,ds]

gibt, so daB gi

Py = Pra.

Ein materielles System heiBt geschwindigkei bhangig, falls gi
Sind 2wei Prozesse shnlich, so sind sie auch :z-aquivalent.

D13.3:

Da die ProzeBklasse des hergesteliten materiellen Systems den (eindeutigen)
NullprozeB enthilt, kénnen wir dessen (einzige) Konfiguration und dessen
‘Spannung berechnen. Sie ist die Spannung des Anfangszustandes des hergesteliten
materieflen Systems und gleichzeitig die Spannung des Herstellungsprozesses
beziiglich des urspriinglichen Systems. Es gilt also: Der Zustand determiniert
o.m:nm..&m die Konfiguration und die Spannung. Dies gibt den AniaB, die folgenden

Sei MS = (X, P,#) materielles System mit Zustandsraum Z , Z € Z und
P € Z von der Dauer d. Die Abbildung

G: Z — Sym*(TxB,Tx*B)
definiert durch
G(2) := Pld)

. -

heiflt A befunktion der K Die Abbildung

J 9

) §: Z =+ Sym(Ty*B,TB)
definiertdurch
8(z) := F(P)
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Man macht sich leicht klar, daB die beiden Funktionen unabhangig von der
speziellen Wahlvon P ¢ Z sind.

Beim folgenden handelt es sich um den aus der Mathematik bekannte

Abbildungssatz: .
Pt om
z

Sei M die Menge der aus einem materiellen System MS herstellbaren
materiellen Systeme:

§13.5:

M= h(P
und 6 die natiirliche Abbildung der Aquivalenzrelation :
8:P - Z:=Plz.
Dann existiert genau eine bijektive Abbildung
£:Z - M,

so daB gilt:

E8(P) = AP VPEP .

ieht, hingt natirlich entscheidend

Wie diese Abbildung £ im konk Fall
von der Materialfunktion 7 ab. Es giltim Gbrigen:

F=88:P —~ SymTx*B,TxB).

Im Lichte dieses Satzes ist es also gleich, ob wir von einem "aus MS iiber P
hergesteliten materiellen System” oder vom "materiellen System MS im Zustand
Z = 9(P) " reden. Letzteres st allerdings i. allg. einfacher, da 6 in allen praktisch
relevanten Fallen eine Verkleinerung darstellt, d. h. nicht injektiv ist.

Angesichts der weiter oben genannten Tatsache (S 12.18), daB gilt
AP 2 WPy,
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falls MS* = (X, P, ) aus MS = (X,P,F) herstellbar ist, liegt es nahe, die
2ugehdrigen Z, i ifizi

de miteinander zu iden

A13.6 Vereinbarung:
Sind MS = (X,P,F) materielles System, P; ¢ P ,

MS' = (X, P F):= ...ei B
Py € Py und g, 0, 5, £ sinngemaB (s. § 13.5), so sei

8Pg» Py) = 1 h(Pyo Pp) w S K'(Py) = 0'(Py) .

Esgiltdann: Z2>72 .

Aligemeiner gilt fir Ketten von auseinander hergesteltten materiellen Systemen

<MS ; <MS§ < MS ., < .

und den zugehdrigen Zustandsraumen
z,.2,.2,, ..

S I

_und ProzeBklassen
P P

e Py Py

] L B N R T Y 9

= 8, B w1

o-1 n

—Z c Z c Z..

Zur Illustration solcher Ketten seien zwei Beispiele aus der Mechanik gegeben:

Es gibt Thearien, die trockenem Sand die Eigenschaft zuschreiben, seine Dichte
hrend aller Defor - Einrieselungen sollen hierzu nicht zihlen - einer
nannten kritischen Dichte anzun&hern. st er am Anfang locker, so wird er sich
ichten, ist er verdichtet, so wird er sich auflockern. Nach jeder Deformation ist
die Menge der erreicht Zustsnde kleiner g len, sofern jene nicht
or (volumentreu) war, und die Menge damit konstant geblieben ist. Denn bei
¥ Dichteanderung wird das noch erreichbare Dichtespektrum kieiner.
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Im Rahmen der klassischen Plastizititstheorie - auf die hier nicht weiter
eingegangen werden soll - bewirkt die (isotrope) Verfestigung ebenfalls eine
Abnahme der Menge der erreichbaren Zusténde, weil man sie nicht riickgéngig
machen kann.

Wir wollen nun noch einmal die friher beschriebenen acht Félle von
Herstellbarkeits-Bezichungen aufgreifen und sehen, welche Aussagen fir die
Zustandsrdume gemachtwerden kénnen.

1) MS; «# MS; - Z; 22,
2) MS; > MS; - Zs 2 4
3) MS; > < Ms; - Z,=2
4) MS; > MSy < MSg - 2, 2%y c Zy
5.) MS; < MS; > MS; - ZcZ; 04
6.} MS; > MS; > MSy =» Zy 320 2%
7) MS; < > MSy

und MS; > MS; < MS; - Z3=2Z3 D %
8.) MS; < > MSg

und MS; < > MS;

uhd MS; < > MS; ® Z,=2=123.

13.1 Revertierbare materielle Systeme

D13.7: Sei MS = (X,P.F) materielles Systemund P € P
P heifit revertierbar, falls es einen KreisprozeB in P gibt, der P als
TeilprozeB enthalt.

Entscheidend fiir die Revertierbarkeit eines Prozesses ist, daB man uber i
weiteren ProzeB das materielle System wieder in seinen Anfangszustand brin

kann. Wir werden i. allg. damit rechnen miissen, daB eine ProzeBklasse sowo
revertierbare als auch nicht-revertierbare Prozesse enthalten kann. Die Definitiof
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hat im iibrigen nichts zu tun mit den aus der Thermodynamik bekannten reversiblen
Prozessen. Die im vorigen Abschnitt (S. 197 f) angesprochenen Beispiele beschrei-
ben Prozesse oder Zustandsénderungen, die man nicht rickgéngig machen kann
und deren Herstellungsprozesse damit nicht-revertierbar sind.

Es sei noch bemerkt, daB Kreisprozesse trivialerweise revertierbar sind, da sie sich
immer selbst als Teilprozesse enthalten. Speziell ist der NullprozeB ein revertierbarer
prozeB, der in jeder ProzeBklasse enthalten ist.

Die folgende Aussage ist offensichtiich:

§13.8: Sind alle Herstellungsprozesse giner Kette von materiellen Systemen

{s. Seite 197) revertierbar, so gelten:
. Z = N~
sowie

h(P) = Bi(P) Vi, j.

 513.9: Revertierbarkeit ist eine Zustandseigenschaft, d. h. z-dquivalente Prozesse

sind entweder beide revertierbar oder beide nicht-revertierbar .

Sei Py € P revertierbar und z -dquivalentzu P; € P . Danngibteszu P, eine
Fortsetzung P; ,sodaB Py - P, ¢ P KreisprozeB ist. Da & (P;} = A(Py) ist, und
insbesondere deren ProzeBklassen gleich sind, und 23 ein Element daraus ist, gilt
Py ¢ Py € P .Diesist der gesuchte KreisprozeB.

Istdagegen P, nicht-revertierbar, so lassen sich nicht 2, und damit auch nicht Py

2u einem Kreisproze8 fortsetzen. 5y

Die folgenden A sind so offensichtlich, daB die Nachweise weggelassen

Ist P, revertierbarer ProzeB von MS und P, revertierbarer ProzeB von
hPy) ,soistauch Py P; revertierbarer ProzeB von MS.

11: st Prevertierbarer ProzeB von MS, so auch jeder TeilprozeB von P.

1
‘egen des Nullprozesses ist es, wie wir gesehen haben, unméglich, daB alle
zesse einer ProzeBklasse nicht-revertierbar sind. Wir werden es hdufig mit dem
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entgegengesetzten Fall zu tun haben, daB alle Prozesse revertierbar sind. Dies ist der 14. —Smnmlm:m _mO—:O-.B_..mm

AnlaB fiir folgende Definition:
Wir haben bei unseren bisherigen Oberlegungen dem FuBpunkt-index X ¢ B

i Prozesse der ProzeBklasse eines materiellen Systems revertierbar, X . ) -
o b 4 wenig Bedeutung beigemessen. Dies andert sich nun: Wir werden im folgenden

D13.12:
i terielfe System revertierbar. . t
o heitdes materiele ysem Abschnitt  materielle ~ Syst mit  verschied. FuBpunkten miteinander
13.13; Sei MS rtierbares materie|les System, so gilt: ~ vergleichen. Dabei soll der Vorstellung davon, daB zwei verschiedene Kdrperpunkte
B ¢ : ’ “ausd Iben Material bestehen®, eine prézise Bedeutung gegeben werden.

ist MS’ aus MS herstellbar, so auch MS aus MS' .

ied horigen Zustandsra Z und Z sind identisch.
Ofe Grigen e Das fiihrt uns zum Kanzept der materiellen Isomorphie von materiellen
Systemen. Das Vorgehen ist aus der Mathematik bekannt, wo zwischen Mengen mit
Strukturen (z. B. metrischen, algebraisch topologischen, Ordnungsstrukturen)
. isormorphismen als umkehrbare Abbildungen definiert werden, die mit den
terielle Systeme ¢
13.2 Alternde materielle ~ jeweiligen Strukturen vertraglich sind. Die so etablierten isomarphen Rédume haben

Eine interessante Klasse innerhalb der nicht-revertierbaren materiellen Systeme a‘_oma_um: Eigenschaften, ::n.. . reicht aus, an einem _.amuaumim‘:o: deren
bilden die alternden Materialien. Darunter verstehen wir - grob gesagt - Systeme, . Eigenschatten stellvertretend fur die aller dazu isomorphen Raume zu untersuchen.

. s s T
a.o.%: <<=r1q..mmm= m” M__u_.Nn <”” JM”_W“._“M&“P Beton, bei nmw._ u_.”w “_:mmﬂm.u_nommmk mit ~ Das Konzept der materiellen Isomorphie wurde von NOLL entwickelt und spéter
e mw:::.. SEECErEEsg ’ ' ) 235 in den Rahmen der neuen Theorie einfacher Stoffe eir gepalit. Das hier
e 5 Sadert beoutzte Ki pt stellt eine Verall inerung des NOLLschen dar, in dem der
N:mem:mu.wmu:m wie in der gesamten Theorie - nicht grundlegend, sondern

geleitet ist.

D 13.14: Ein materielles System heiBt alternd, fatls gilt:
Prozesse sind nur dann =-quivalent, falls sie von gleicher Dauer sind.

.wm.m: TxB und TyB zwei n-dimensionale Vektorrsume. Sie sind grundsatzlich
. orph zueinander und die Isomorphismen sind die invertierbaren linearen

Al bbildungen Iso(Tx8,TyB) .
A € Iso(TyB , TyB), soist
A" € Iso(TyB, TyB) die Inversevon A ,

Daraus folgt trivialerweise

$13.15: Bei alternden materiellen Systemen gibt es keine Kreisprozesse auBer dem )
NullprozeB.

Bei solchen Systemen liegt es nahe, die Dauer von Herstellungsprozessen als eine:

hten.
Komponente des Zustandes zu betrachten A* € so(Ty*8, Ty*8) die Adjunktevon A,

A" = (AT = (A)* € Iso(Tx*B, Ty*B)
die Duale von A" und zugleich die Inverse von A*

ellen Lini (Tang ktoren)in X an B mitdenjenigenin Y an

Tpretieren. Mittels A k&nnen wir ein inneres Produkt (z. B. die Konfiguration
rlementes) Gy ¢ Sym*(TyB, Tx*B) auf T,8 Ubertragen, indem wir bilden *
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Gy:= A*GyA':TYB - Ty'B .

TxB _.l|-...| "B

$14.1: Fiir jedes innere Produkt Gx € Sym*(TxB,Tx*B) und jeden Isomorphismus
A € Iso(TxB, TyB) ist A A*
Gy := A" Gx A"

ein inneres Produkt auf TyB ;d.h. Gy € Sym*(TyB Ty"B) . T8 e Ty*8

AL

B: Symmetrie: Gy* = A" Gx* AT = Gy
Dann folgt natirlicherweise:
positive Definitheit:

<Gx(w) ,u> >0 Yu=oé€ TxB. At = AT AT : Lin(Ty*B, TyB) — Lin(Tx*B, TxB)
Sei v:= A und A invertierbar A* = A*()A : Lin(TyB, Ty"B) — Lin(TxB, Tx*B)
- <Gylv) ,¥> > 0 vv=2o € TyB A" = A () AT Lin(TxB, Tx*B) — Lin(TyB,Ty*B) ,

s0 dafl
__.&_n
.mwu:» also die Implikation

ATA -1 auf Lin(Tx*8, TxB)
A*AY =1 auf Lin(TyB, Ty*B).

Die folgenden Aussagen sind offensichtlich:

$14.2: Sei A ¢ lso(TxB TyB).
Ist P() ProzeB mit Werten in Sym*(TxB, Tx*B) ,soist A™ P() A" Prozefl
mitWerten in Sym*(Ty8,Ty*8) .

Erfullt P die PrazeBklassenaxiome P1 -4 (s. D 12.2), so auch

A€lso(TyB, TyB} = A= A()A* ¢ [so[Lin(Tx*B,TxB}, Lin(Ty*B, TyB)] .

fir kommen nun zu der grundlegenden Definition dieses Kapitels.

A* P A :s {A* PO AT PO EPY. 14.3:  Zwei materielle Elemente M8, und MS, heiBien materiell isomorph, falls es

Faralle Py - P; € P gilt: einen materiellen Isomorphismus

A* (Pg« P AY = (A" Pz A') « (A™* P AT) . A € Iso(TxB, TyB)

gibt, so daB3 gelten:
Wir sehen, daB aus einer identifikation der Tangentialrdume in X und ¥ eine an Py = A* Py
mnn-.zx.. ierung von ProzeBklassen in X und ¥ maglich wird. >_“_..=n__oun_=aa_o w2 AR () = Fs A e
intrinsischen Spannungen:
Far A € Iso(TyB . TyB) und 8 ¢ Sym(Tx"8B, TxB) folgt: . )
Materielle Isomorphie definiert eine Aquival latian auf der M der

A8 A*e Sym(Ty*B,TyB) .
Zur Vereinfachung der Schreibweisen definieren wir fir A € Iso(Tx8, TyB)
A : LinTy*B, TxB) — Lin(Ty*B,TyB)
Al := ALA* V¥ L €LnTy*B,TxB) -

materiellen Systeme.

durch
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B: Reflexivitit: nimm A = Irg
Transitivitdt: nimm A = Az A
Symmetrie: nimm A",

Der folgende Satz zeigt, daB die materielle Isomorphie durch “parallele”
Herstellungen nicht vertoren geht.

S1a.5:
Ay (P} und he(A-*(P) firalle PeP;.

B: Folgtsofort aus der Herstellungs-Definition in Verbindung mit (1) und

{12).
$14.6: Sei A materieller lsomorphismus zwischen MS; und MS; .
Dann bildet A* )
a) z-3quival P in 2-quival
b) Kreisp in Kreisp .

) revertierbare in revertierbare Prozesse,
d) nicht-revertierbare in nicht-revertierbare Prozesse

ab.

B: a)Seien Py, Pye P
Pz Py o WPy = hy(Py

MS; ist A-isomorph zu MS;

= hylP) ist A-isomarph zu he{A*(P)) fir i = 1,2 nachS14.5.

Mit (1), (12) folgt

helA*PY) = ha(A*(Pg)  ®  A*P) 3 AP

b) A* bildet den Nullprozef3 von P;
aus a) auch b).

) Sei P e P, revertierbar, so existiert ein KreisprozeB P , um...vm als Teilproze8

enthélt. Mitb) ist A-*(P") Kreisprozef fiir MS; , der A-*(P) als TeilprozeB en
welcher damit revertierbar ist.

d) Folgt mit ¢) und der Symmetrie der materiellen Isomorphie.

Ist A materieller Isomorphismus zwischen MS; und Ms;, so auch zwischen

in den Nullprozefl von Py ab. Dann folgt
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Wir kommen nun zur exakten Formulierung dessen, was wir anschaulich unter
aus di Iben Material bestehend h

D14.7: Zwei materielle Sy heiBen m-Squivalent, falls es far beide
| | gibt, so daB die iiber sie hergesteliten

gsp

ever i r
materiellen Systeme materiell isomorph sind.
Die Aquivalenzklassen heiBen Material,

Hierbei kdnnen die Herstellungsprozesse auch Nullprozesse sein.

Damit die Defini Il ist, muB nachgewi den, daB es sich wirklich
" um eine Aquival ion handel
5148 m isteine Aquival {ation zwischen iellen §
B: a)Reflexivitat: nimm A = Ir,8 und den Nullp 8 als H 1l 8

b) Symmetrie: folgt aus der Symmetrie der Definition.

) Transitivitat:
Sei MS; m MS; ,dann gibtesein Py ¢ P, revertierbar, P; ¢ Py revertierbar und

einen materielien lsomorphismus A zwischen ke(Py) und helPg) |
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Sei MS; m MS; ,dann gibtes Py € P; revertierbar , Py € P; revertierbar , und

_materiellen Isomorpismus A’ zwischen #g(Pg') und kg(Pg) .
Dann gibt es auBerdem einen ProzeB8 P, ,sodaB Ppe P2 € vﬁxamuuaumm ist.
P, kann man mit allen Prozessen aus P; fortsetzen, also auch mit Py’ . Der
GesamtprozeB Py’ « Pye Py ist revertierbar und zu Py’ z-dquivalent.
Dannist A*(Py’» Pg}s P; € Py revertierbar. &; (A"(Py » Pg)« Py) ist materiell
isomorph hg(Pg') mittels A und damit auch zu hs{P;) mittels A" A .

Xl

Zwei materielle Systeme sind genau dann m-aquivalent, wenn es zu einem.
(beliebigen) der beiden materiellen Systeme einen revertierbaren ProzeB
gibt, so daB das dariiber hergestellte materielle System dem anderen

materiell isomorph ist.

$14.9:

B: MS; m MS; # esgibt P; ¢ P, Pp¢P; , beide revertierbar, so daB 4, (Pp

materiell isomorph 2u A5(Ps) bez. A ist.

h(Py) A e he(PD)
' Py
' b Py
MSg
MS; A ha(Pq' » P3)

Da F, revertierbar ist, 15Bt sich P, mittels eines P,' zu einem Kreisproze
fortsetzen, so daB P,' aus der ProzeBklasse von hy(Py) und revertierbar ist.

Der ProzeB
Pg':= AMP)

ist revertierbar fur hg(Ps) , und damitist auch Py’ = Py revertierbar fir MS; .
GemaB $ 14.5 ist h(Py' » P) materiell isomorph zu hy(#y' « Py) = MS; bez. A .
Die umgekehrte Richtung des Beweises ist trivial.

Man beachte, daB der materielle Isomorphismus fir beide Falle der gleiche ist.
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Pg’ o P istim Gbrigen genau dann ein KreisprozeB, wenn P, z A-*(P;) ist, was . allg.
nicht zu erwarten ist.

Es kann der Fall auftreten, daB zwei materielle Systeme gegeben sind, die zwar
nicht aus dem gleichen Material sind, aber die Eigenschaft haben, daB man -
anschaulich gesagt - aus dem einen Material das andere herstelien kann. Dies wire
eine Verallgemeinerung des bereits definierten Herstellbarkeits-Begriffes auf

materielle Systeme mit verschiedenen FuBpunkten.
D14.10: MS,; und MS; seien zwei materielle Systeme. Wir sagen:
MS; ist aus MS; herstellbar, falls es einen ProzeB P € P; gibt, so daf
hiP) m MSy .

Hierbei braucht P nicht revertierbar zu sein. Ist dies trotzdem der Fall, so fallt
dieser Herstellungs-Begriff mit der m -Aquivalenz zusammen.

Herstellbarkeit ist eine transitive Relation, d. h.
sind MS; aus MS; herstellbar
i und MS; aus MS; herstelibar,

51411
|

soist MS; aus MS; herstellbar.
MS,
Py
A
hytPr) ey M
AT (P Pg
b (A "Ps) - Py) MS;
Ar  heiPd)  Ag
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B: GemaB den beiden Pramissen gibt es Prozesse P; € Py, P2€ Py ,50daB D14.13: Sei Ms; materiell isomorph MS; bezaglich A -

Die von A induzierte Bijektion der 2 | ist die Abbild

h;(P) materiell isomorph MS; bez. A,

ko (Ps) materiell isomorph MSy bez. Ap. Vil » g

Dann ist auch definiert durch

. 1a01=62A7 .

hy(As*(Pg) - P;) materiell somorph MSs bez. Az A;. =
v, 18Btsich darstellen mittels einer Auswahlfunktion u; von MS, als

D 14.12; Ein Material heifit aus einem anderen herstellbar, falls dieses fir je einen ta =02 A% pr.

Reprasentanten beider Materialien gilt (und damit fur alle).

far Ms; | furMs,

.

e P2

»

Man kann sich leicht iberlegen, daB sich aus revertierbaren Materialien nur
revertierbare h Ilen lassen, es dagegen bei nicht-revertierbaren Materialien vom
H llungsprozeB abhangt, ob das hergestellte Material revertierbar ist oder nicht.

Ist der HerstellungsprozeB revertierbar, so ist das hergestelite Material auf keinen
Fall revertierbar.

T
2
=
%
-4

Im Folgenden soll der Z hang zwischen Z d: und materieller Z——— = %

Isamorphie untersucht werden.

Sei MS = (x,P,F) materielles System; P, € P und M§' = (X,P,F)i= hP) .

Eswar (5 13.5) h 14.14; (Bezeichnungen wie oben.) Die Abbildung v, ist bijektiv.

Z=0(P) = £1MS') .

P LI' M
I3
[ L]
z
Als Auswahlfunktion bezeichnen wir eine Abbildung
p:Z > P,

: Ist A materieller Isomorphismus zwischen MS; und Ms; ,soist A* materieller
isomorphismus zwischen MS; und MS; .

¥4 01 = GA* P2
Va1 02 = A" P

- va102A* = 6 ER7OSE

Da 6, surjektiv ist, folgt

IRER A

und ist damit auf ganz Z; invertierbar. =

Karrival 1l »uord

die jedem Zustand einen beliebigen ProzeB ausderz-Aq
daB

Op=1y.
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15. Materielle Ssymmetrie
15.1 Die Symmetrie-Halbgruppe

Seien MS = (X,P,F) materielles Systemund A ¢ Aut(TxB) .
A heiit Symmetrie-Transformation von MS ,fallsein P, ¢ P existiert, so
daB Ms materiell somorphzu A(P,):= (x,P,,F,) bez. A ist, d. h.

D15.2:

Das Konzept der materiellen Symmetrie ist mathematisch gesehen nichts anderes
hi 1 auf Automorphismen. Die physikalische

als die Spezialisierung der
Bedeutung jedoch ist eine ginzlich andere. Die materielle Isomorphie dient dazu, falls
hematisch zu prazisieren, was es heiBt, daBl zwei materielle Systeme dasselbe (s1) P, = A*P)
Material beschreiben. Die materielle Symmetrie hingegen ist ein Werkzeug, um .
Materialien unter einem speziellen Gesichtspunkt zu klassifizieren. Sie ist zundchst (s2) AF=F A%
Die Menge aller Sy ie-Transform von MS heifit

eine mathematische Eigenschaft von materiellen Systemen. Wir werden aber

dariiber hinaus versuchen, ihr eine physikalisch-anschauliche Bedeutung zu geben. Symmetrie-Halbgruppe H von MS.

sie ist for kein materielles System leer, da sie mindestens Irg und -Irg
enthalt (mit A enthalt sie immer auch - A ). Wir suchen also aus M5 hergestelite
_.|=_m» Systeme, deren ProzeBkiasse und Materi ichung sich auf einfache
Weise, namlich durch (s1) und (s2) durchdievon Ms darstellen lassen.

Vorweg zwei mathematische Definitionen:

Eine Halbgruppe ist eine Menge H , auf der eine zweistellige Verknipfung

(hier wie die Hintereinanderschaltung von Funktionen notiert) erklart ist, Der Name Symmetrie-Halbgruppe erfordert den Nachweis dieser Struktur. Das

D15.1:

soll nun geschehen:

" Ar As€H = A AzEH 515.3: M ist Halbgruppe bezaglich Hintereinanderschaltung.

1) " A7, Ag€EH - AjAg€H "
Sei A; Symmetrie-Transformation zwischen

MS und MS' := h(P) = (X,P,F)

YAy, Az Ag€H

2) Assoziativitdt: (A7 Ag) Ay = A; (Ag Aj)

3) es existiert ein neutrales Element:
31, ¢H,s0daB VAEH gilt: AL, =1 A=A und Ag zwischen
MS und MS”:= h(Pg) = (X,P".F")

H heiBt Gruppe, falls auBer den Halbgruppenaxiomen auch noch gilt:
it Py, Pg€ P.Danngilt

L V1]

4) es existiert ein inverses Element: |
ind speziell auch

VAEH 1A'¢H ,s0daB AAT=ATA=E, At € P

A;*(Pg)- PreP
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F(Ay* Ag*P)] = F LA/ Ag*(P) o Ap*(Po)e Pi)
[N = F' [As* Ay *tPy - Art(Pg))
Jarr A = A;F [Ag* ()« Pa)
= A; F [Ag* ()]

=Ar A F(P).

Damit ist nachgewiesen, daB mit A;, A € H auch A; Az € H ist.
hi auf TyB

- 2) Die Assoziativitst folgt aus der A ivitit der A p
und der Assoziativitat der Hintereinanderschaltung von Prozessen.

Ay ()

\

3) Die Identitat 1,, € H ist gleich der Identitat Ir,s . Dann ist jeder KreisprozeB,

[}
f \>....§ '
| speziell der NullprozeB, der gesuchte HerstellungsprozeB. X
Sei Ahnlich wie bei der materiellen Isomorphie erhalten wir auch hier eine induzierte
M8 := h[A;*(Ps)e Pyl =: (X, P, F) Abbildung der Zustand
Dann gilt:
PEP
- Ayt ¢ P . D,515.4:5ei M5 = (X,P,F) materielles System mit Symmetrie-Halbgruppe H ,
- A € H mit MS, := h(P) = (X,P,,F,) ,und 8 bzw. 8, die natiirlichen
= ¢ 7P P2 € P Abbildungenvon Pin Z bzw. von P, in Z,
m - Ar*{As*(PYs Pyl = Ar* Ag*(P) - Ar*(Pg) € P Dann gibt es genau eine Bijektion
5 A Ar* Ay*(P)e Ap*(Pp)e P P niZ = Z,,
& » Ar* As*(P e P so daB gilt
vy 0=0, A*.
i Esgilt vpep v, heiBt die durch A induzierte Zustandsraum-Bijektion und ist darstellbar
A FiP) =F Arte) durch
und 7 i 142 = 6[A™ u(Z)- P,]
Az F(P) = F" Ag*(m firalle z ¢ 2 . Dabeiist u{) Auswahlfunktion (s. S 208).
und auBerdem

ung auf der nachsten Seite}
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>v‘
P—A" o

[} B 0,

Ya
z—rz,

15.2 Die Symmetriegruppe

D15.5: Sei A € H ,der Symmetrie-Halbgruppe eines materiellen Systems Ms , so
daB MS materiell isomorph zu k(P,) bez. A ist. Die Untermenge von M,
fardie P, revertierbarist, heiBt Symmetriegruppe G von MS.

tn der Symmetriegruppe sind immer + Ir,g enthalten; sie ist also nie leer. Nach
der Definition ist die Symmetriegruppe in der Symmetrie-Halbgruppe enthalten. Bei
revertierbaren materiellen Systemen falle beide Meng Der folgend.
Satz dient zur Rechtfertigung des Namens:

$15.6: G ist Gruppe beziglich Hintereinanderschaltung.

B:1)° A, A €6 = A AEG”*

Nach dem bisher Ermittelten gilt: A; Ag € H .

Es muB also noch nachgewiesen werden, daB aus

" Py, < Pa, revertierbar * folgt: " A;* (Pa,)» Pa, revertierbar .
Ap* (P, ist aber revertierbar nach dem Satz $14.6 ) , und die

Verknipfung von revertierbaren Prozessen ist wieder revertierbar nach § 13.10.

2) Die Assoziativitit wurde schon far H bewiesen.
3) Die Identitatistin G , weil der NullprozeB revertierbar ist.

4) "esexistiert firalle A¢ G ein A"¢ Gmit AA' =1Irg ":
Sei A € G beliebigund MS, = (X,P,.F,)= a(Py)
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A*(P) MS

Da P, revertierbar ist, kann er mittels eines P 2u einem KreisprozeB
P'- P, € P fortgesetzt werden. Dann gilt:

PEP ® P:P:P,€P @ P-PEP, w A'P-PIEP.
Sei MSy1,:= h[A*(P)] = (X, Py Fya) -
A" (P) ist revertierbar, weil P’ revertierbarist. Dann ist
PeP @ AP € Py,
und
AF,.) A* P = AF[AT (P - A*(P)]
= Fp[A* A*(P)s A AT (PY)]
= Fa{Pe P)
= FiPeP'=P) = F(F} .
Also ist MS A'-symmetrisch zu MS;,, ®
hen, daB der 2 d 2 eines lber P

~ Wirhatten im Kapitel 13g
hergesteliten Materials genau dann gleich dem Zustandsraum Z des
\usgangsmaterials ist, wenn P revertierbar ist. Daraus folgem wir:

Die durch eine Symmetrie-Transformation A induzierte Zustandsraum-

Bijektion y, leistet genau dann
wd = Z,
wenn A €G.

nfolgenden benutzen wir die Vereinbarung A 13.6
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Zy c Z

und fassen y, auf als Abbildung
ta:Z —» 2z

Sie ist dann fiir A € H nur noch injektiv und lediglich fir A ¢ G bijektiv.

Fiir die durch Symmetrie-Transformationen induzierte
Zustandsabbildungen gelten:

515.8:

a) Aj Az €H = yova = ya,ap

b) Ar A2, As€H = A apva, = YA, A A
dn=1
d) A¢G =  yan= o

B: a)Sind P,, die Herstellungsprozesse, so daB MS A-symmetrisch zu h(Py) ist fiir
i = 1,2 .Im Beweis der Halbgruppeneigenschaft von M war gezeigt worden, daB
P, Ay = Ar* (Pa)e Py, .
AuBerdem gilt
. YAAZ) = O[A;* u(2)e Py) .
Demnach ist
= 0[Ar" Ag* u(2)e Py agl

Tia, A (B
= 8lAr* As* u(@) e Ayt (Pp)- Py .

Andererseits ist auch

= 8{Ar" p ya,(2) Py

= 0[A; " p 8 (Ag™* pie)o Pa) e Pa]

= 0[A/ Ay p(de Ay (Pa)o Pa) .

YA, YA, (2)

Dabei wurde fiir z 2 = Ip gewahlt.

. n h

ivitit der Hinter

gvon

b) Folgt aus a) und der
Funktionen.

c)Fiiralle z ¢ Z gilt
{2 = 0[p(@ - ]
Wirwahlen P als NullprozeB und schlieBen
nid) = 0u@ =2
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d) Aus a) folgt mit Ag = A+

Yo ¥an = =1; = yan = ()t .

deahhild

Demnach bilden die durch A ¢ H bzw. G induzierten 2 g
lich H inanderschaitung eine Halbgruppe bzw. eine Gruppe, und die

2uordnung, die

-

A Py
leistet, stellt einen Gruppen-Homomorphismus dar.

Wir wissen, daB G c H . Esstelit sich die Frage, ob sich G durch irgend etwas als
Untergruppe auszeichnet gegentiber anderen Untergruppen.

Sei MS materielles System mit Symmetriegruppe G und Symmetrie-

Halbgruppe H .Dann gilt:
G istdie maximale Gruppein H ,
d. h. G enthéltalle Gruppenin H als Untergruppen.

515.8:

Sei G’ Gruppein H ,so gilt

AEG = ATe@.
Dannist ya invertierbar, das Bild von y, istganz Z und mit$ 15.7 der
zugehérige Herstellungsproze revertierbar. Damit gilt: G' c G .

Ein Spezialfall des Satzes ist der, daB M Gruppe ist {(wie beispielsweise bei
ertierbaren Materialien). Dann gilt
. H=G.

H=G={1,-1}

NullprozeB istimmer revertierbar!). Hier kdnnte es sogar sein, daB alle Prozesse
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§15.10: Symmetriegruppe und Symmetrie-Halbgruppe sind invariant unter
revertierbaren Herstellungen, MS;
d.h.sei MS= (X,P,F) materielles System mit H und G .Sei P, € P A _ MS;
revertierbar, und M8’ := k(P = (X, P, 7) mit H und G’ ,sogilt:
H=H ,G6=6 P, B Atp) ABAY
B: Da MS auch aus MS’ herstellbar ist, gentigt es, zu zeigen, daB aus s A relA ]

AeGbzw. H =» A€G baw.

Sei A ¢ Hund MS,:= k(P), sodaB MS A-isomorph zu MS, ist.Sei P, € P
revertierbar, d. h. ein P » P, € P KreisprozeB fiir MS . Dann ist gem. S 14.5 auch R
B 1

MS':= h(Py) A-isomorphzu h [A*(PY] = A[APY) e P) = WIA*PY- P, s P]

= AeH .
MS
A MS,
P
Py 1» >.n.-.b
M5 A -

hJA*PY]

ki (P) A-isomorph zu h[A*(P))
gemaB 5 14.5.Ist B € H; , so existiert ein 7, € P; mit

MS; B-isamorphzu & ®) .
itat der materiellen Isomorphie ist dann auch

Wegen der Transi
MS; (A B A")-isomorphzu h[A*P)],

d.h. A B A? ¢ Hy Vertauscht man 1 und 2, so erhiilt man die Gegenrichtung.

Ist B € G;,soist P, revertierbar, wie auch A*(P),und damitist A B A € G; .
X

Daraus folgt zusammen mit § 15.10, daB das Symmetrie-Konzept material-

vidual! ist.

Die folgenden Definitionen und Resultate gehen im wesentlichen auf NOLL

Weiterhin gilt
72} zurick,

A*(Py)« P - P' revertierbar & P, revertierbar

: Sei Z € Z und G Symmetriegruppe eines materiellen Elementes. Dann

und somit
AEG o AEG .

heiBt die Menge

GZ):= {A € GlyalZ) = 2}

A : 2
ppedesZ

$15.11: Sei MS; materielles System mit Symmetriegruppe G; und Symmetrie-
Halbgruppe H; ,daszu MS; mit Gy und Hy A-isomorph ist. Dann gelten: d
Listdann P, = u(Z) KreisprozeB von MS und somit gelten

Hy=AH A" ; G3= AGyA”
P =P=A*PA*

B: Sei MS; A-isomorphzu MS, .
F,=F

Dann ist auch
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Die Ausgabefunktion der Spannungen § {s. D 13.4) und der Konfiguration ¢ sind
gleich. Die Gruppeneigenschaft ist Folge davon, daB die Zuordnung
A
mit der Gruppenstruktur vertriglich ist, wie wir gesehen haben (s. § 15.8). Aus
G(2) = Glya2)]

folgt sofort, daB G(z) Untergruppe der orthogonalen Gruppe Ort{Tx8, G(2)) von
TxB bez. desinneren Produktes G(2) ist (s.S. 26). Als Folge der Definition von G(2)

gilt verscharft:
G2) c {orTyB).6@A1 NG .

D 15.13: Ein Zustand Z heiBt isotrop, falls
G(2) = Ort{TxB,G(2) .
Ein Material heiBt isotrop, falls man revertierbar isotrope Zustande

erreichen kann.

In einem isotropen Zustand gilt fiir die Spannungen:
8=-pG , pER .

$15.14;

B: Flreinen isotropen Zustand 2z gilt far den NullprozeB P, mit
8= 8(2) = FPy)
und
Pol0) = G :
G=A"G=A"GA' @« A= G'A*G
FiP) =8 = AF,{P)= AF(P) = AB A"
Beides zusammen ergibt

A"GB8=GSA" @ SGA= ASG VAcO(TxB,C(D).

in der Gruppentheorie wird dann gezeigt, daB 8 nur ein skalares Vielfaches von
G sein kann. Man kann sich dies leicht klarmachen, indem man G zur Identitdt

auf Ty8 erklart. Dann gilt
A*'SA=8 YA€Or(TyB) .

221

§15 Materielle symmetrie

Stellt man 8 spektral dar, so kann man durch geeignete Drehungen A immer
ausschlieBen, daBd zwei Eigenwerte von 8 verschieden sind. Also ist 8 Vielfaches

der Identitét (Kugeltensor). =

le s ie-Tansformatian ist folgendes:

Ein Beispiel fir eine orth Y
G=ILki®ki ; LeR* {ki}. {t} duale Basen

A" = BiVllep/ L) KG+D @ t; € Or{TyB, @),

~ wobeifr i = 3 gesetztwird: i+ 1a 1.

D15.15: Ein materielles System heiBt Fluid oder Gas, falls gilt:
die Symmetriegruppe enthéit die unimodulare Gruppe:

G > Unim(TyB) .

Es ist Gblich, davon auszugehen, daB die Symmetriegruppe grundsatzlich nur
unimedulare Elemente enthalt, weil Dichteéinderungen bei Jjedem realen Material

as Verhalten dndern dirften.

5.3  Materielle Systeme in intrinsischer und bezogener
Beschreibungsweise und ihre Symmetriegruppe

Sel P ProzeBund ¢ ¢ [0,d] der Zeitp des P Dadie
erte von P Konfigurati des Kérperel sind, den wir dafir auch G,

hreiben. Analog sinddann F, , C, , etc. Prozesse mit ¢ [0,4) , deren Werte
mentan dem Deformationsgradienten, dem rechten Cauchy-Green-Tensor, etc.
ntsprechen. Ihr Endwert des jeweiligen Prozesses wird folglich als ¥, , ¢, , ete.
zeichnet. Es sind dann :
| K, die P! 1g des Korp:
K, : dieBezugspl
K Ky' der Deformationsgradient
die lokale Konfiguration

1g des Korp

F,

G = K*K,= Pl
C = F'F = Ko7' K" K, Ky' = Ko* Gy K,*
der rechte Cauchy-Green-Tensor
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g, : derintrinsische Spannungstensor
T, := K,$K* derEulersche Spannungstensor
T, o det(F) F' T,F* = V(detC) P T, F"

der 2. Piola-Kirchhoff-Tensor
zur Zeit ¢ € {0,d] .
Wir schreiben das intrinsische Stoffgesetz als Funktional F in der Form
FGy:= F(P) = 84,
wobei die Klammern ( ) symbolisiern sollen, daB das Argument ein G- ProzeB ist.
Seine Umrechnung in die bezogene Form erfolgt durch
Ty = KqF(G) Kg*

= K F* KD K
= Ky Ko Ko Fio* Ko* K/ Ke Ko Ka) 5o* Ko™ Ko

Fi K, F(Ko* F, " F; Ko) Ko Fy*

 (F

oder

T, o V(det Cp) Fo! TaFa™*
Videt C) Fy' Fg Ko FlKo* C; Ko) Ko* Fo* Fo
Videt G Ko F{K,* C: Ko) Ko*

*

=: E(Cp .

Wir wollen als nachstes untersuchen, wie die Symmetrie-Transformationen in der

b ) Darstelll ersch

o 9

Sei A € G(2) ausder Symmetriegruppe eines Zustandes. Das bedeutet furalle

Prozesse nach (52)
A FGHA* = Fa"GA") = F(A™ G AT)

»  FG) = ATFA*G AT A,
worin F, analogzu F, definiertist. Wir setzen
Ao = Ko ATKy' 1 Ag* = Koo' A" Ko*
oder
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A= K'A' Ky ; A= Ky Ap Ky ¢ A = Ko* A* Ko
Dann gilt
Wwir setzen

A€G o A ¢ {K G'K'}
G = K*CKo = KS'F F, K

ein und erhalten
FiKo* Fy* Fy Ko)

= Ko" Ao Ko File* Ao® Ko Ko* ' Fy Ko Ko Ag Ko) Ko* Ao* Ko™

Nach Multiplikation mit ¥4 K, van linksund K,* F4* von rechts erhalten wir
JFY = JF A

Bt A unimodular, so auch A, , womit folgt

detCq = det(Ay* Cy Ag)

und
Ao* E(C) Ac™* = E(Al* G, A

VA.¢{K; G Kg'} .

VA, ¢ {K, G' K7} .
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) Die Gruppe {K, G* K,"} istdemnach die Sy ie-Gruppe in der bezog
,. arstellung. Sie hingt, wie schon die Materialfunktionale JJ und E, von der
lazierung ab. Die Sy ie-Transformation wird oft als Wechsel der

intrinsisch

Bezugs-

plazierung 1 ezugs-
plazierung 2

im B Momentanplazierung
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der Funktionale wieder durch runde ersetzen. Wir brauchen auch nicht mehr

sind namlich x4, und x,; zwei Bezugsplazierungen und
zwischen den Zeit-Indizes ¢ und ¢ unterscheiden und lassen sie deshalb weq.

P:= Grad(kg ¥2") = Kot Koz’ 4
Ist G, isotroper (Anfangs-)Zustand, so gilt far die Materialfunktion des 2. Piola-

so daf
Fp=Fa P,
so gilt far die Funktionale bez. der beiden Bezugsplazierungen J Kirchhoff-Tensors (s.5.222)
Ao E(C) A" = E(A, C A.%) VA, € Ort(V) .

Ji{Fn) = JAFaP) .
Eine Funktion E(), die dieser Bedingung genligt, heiBtisotrope Tensorfunktion.

sind die beiden Bezugsplazierungen nun so gewshit,da P = A, ¢ {K, G* XK'}, s0 ey
Fursie gilt der

folgt weiter
J1(Fu P = JyFi) . . 515.17: Darstellungssatz fir isotrope Tensorfunktion (Rivlin / Ericksen, 1955)
und damit Jede isotrope Tensorfunktion
JiFp) = JilFa) .
E: Sym*(V.V) » SymV.V)
Man zeigt, daB o
A€ Ort(TxB,G) o A, € Ort(V) 158t sich darstetlen als
vermittels E(C) =pol # 3 C + pg C*
Aot Ao = K" A" K Ko AV K" = 1
= wol + g1 C + pg C'

wobei die reellen Funktionen p; und p; von den Hauptinvarianten von ¢

abhéngen:

wille, M. iig)

Materialien, deren Symmetriegruppe (echté) Untergruppe der orthogonalen

Gruppe ist, heiBen (anisotrope) Festkdrper. Materialien, die nicht isotrop sind, aber
auch nicht-orthogonale Sy ie-Transformati besitzen, heiBen flissige

Kristalle.

i) .

willc,

Sie sind eindeutig, wenn alle Eigenwerte von C verschieden sind.

DaB isotrope K&rper entweder isotrope Festkérper oder Fluide sind, folgt aus
2. B., WANG/TRUESDELL S. 179 .

ktionen die 4q

dem Satz
wSE erhalten fiir die isotropen elastischen Materialf

$15.16: Die orthogonale Gruppe ist maximal in der unimodularen Gruppe.

B: s. BRAUER, NOLL (1965).
mit L{ig, lig. g

LI+ 3C + A2C°

mit a;(tg, g, Mg)

= apl + a;B + apB*

Isotrope Elastizitat

8 5 a6’ + 0;Gy’ + a2G," GGyY mit a1 GG+ . GG, . WG G,t)

Betrachten wir speziell isotrope elastische Materialien (s. 5. 188), so gelangen

zu konkreten Darstellungen der Materialfunktionale, die jetzt nur noch von det
kannen wir die eckigen Klamm

Rand hha
K 39 Dy L4

jeweiligen Pr
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inlf PR

{d. h ) Elastizif
fiir kleine Verformungen von Abschnitt

Um zu der ktion der ki

gelangen, ver wirdie
8.5 und linearisieren die Materialfunktionen in dem linearisierten Greenschen

o iah

Verzerrungstensor E = $(H + B*) .
Bei kleinen Verfor fallen die Sp
Ta d.-‘l = -—l: .

zZusammen:

rstellung fiir lineare isotrope

Wir erhalten das Hookesche Gesetz als allgemeine Da
elastische Materialien b auf eine sp f

' 1
ung

T=hap(®] « uE

mit den Laméschen Konstanten 1, ¢ R . Man beachte, daB bei kieinen Verfor-

gen nach den aus Abschnitt 8.5 spE ein MaB far die Dichtedifferenz
zwischen (spannungsfreier) Bezugsplazierung (E « 0) und der Momentan-
plazierung E ist. Das Hookesche Gesetz erfiilit allerdings nicht mehr das Prinzip der
materiellen Objektivitat und kann deshalb nicht in die intrinsische Form gebracht

werden.

ROBERT HOOKE 1635-1703
GABRIEL LAME 1795 - 1870

Elastische Fluide und Gase

§15.18: Far elastische Fluide oder Gase mit G = Unim(TxB) gilt die allgemeine

Darstellung
T = alp} 1,

cenh h

Druck b
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)Y G= Unim(TyB) = T=as{p)1"

Wirwahlen Aq = (det F)? F*' € Unim(V) und setzen in die zweite Darstellung
isatroper elastischer Materialfunktionen in die Symmetrie-Bedingung

J( = J(F Ao} ein, Dann folgt, daB T nur Kugeltensor sein kann. Die skalare
Funktion kann aber nur von der Determinante von B abhéangen, da die beiden
anderen Hauptinvarianten durch unimodulare A, in F A; A,* F* beliebig

verandert werden kdnnen.

Damit sind Zahigkeitseffekte freilich nicht beschreibbar: elastische Fluide oder
Gase sind reibungsfrei. Will man auch viskase Effekte beschreiben, so benutzt man
mateniellen Systeme vom Differentialtyp vom Grade 1; sie werden dargestellt durch
die Materialfunktion des (kompressiblen) Reiner-Rivlin-Fluids (s. S. 189)

T pgl + D + pgD? mit ulp, tp.lip. lip).

) linearen inkompressiblen (s.S.

AUDE-LOUIS-MARIE-HENRI NAVIER 1785 - 1836
GEORGE GABRIEL STOKES~1819- 1903

nach der die Spannungen nur aus einem hyd
der von der Dichte abh

B: Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

V" T=apl = G= UnimTxB) "
weil
det B = det (FF”) = det' F = {po/pf = (det FY (det A)" = det” (FAQ)

Y A, € Unim(V).
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16. Topologienim Zustandsraum

16.1 Uniforme Raume

Empfohlens Literatur: SCHUBERT, KELLEY, BOURBAKI, NOLL (1972)

Bis jetzt hat der Zustandsraum weder eine Metrik noch eine Topologie,
geschweige denn eine lineare Struktur. Das Ziel dieses Abschnitts wird és sein, den
von uniformen Rdumen zu zergliedern. Dies wird

2 dsraum in eine §
bendtigt, um das Konzept der Relaxation zu entwickeln, das fir das folgende Kapitel
iber Geschichtsfunktionale von grundlegender Bed gist.

2uniichst sallen einige Definitionen aus der Topologie wiederholt werden.

Ein System F von Teilmengen einer Menge M heiBt Filter, falls gelten:
(F1); die leere Menge gehdrt nicht zu F und F ist nicht leer;
{r2): der Durchschnitt zweier Mengen aus F ist eine Menge aus £

D16.1:
(F3): F enthdlt alle Obermengen von Mengen aus F .

Wir betrachten nun Untermengen von M x M (Relationen) . Die Diagonale A i
definiert als
A= {tz,0|xe¢M} ¢ MxM.
SeiA ¢ M x M. Al istdefiniertals
A= {(z, 9]¢y, €A}
und A? als
A= {,0]3:€M mit (x,22€Aund (z, €A} .

D 16.2: Sei U ein Filterauf M x M mitden Eigenschaften
(u1): jede Menge aus U enthalt A ;

(U2): Vel =» Viel;
3):zu Vel 3 ein WelUmit W cV .

Dann heiBen:
U : Nachbarschaftsfilter oder Uniformitdtvon M ;
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die Elemente von U : Nachbarschaften ;

(M, U) : uniformer Raum ;
(x,3) € V€U : x zu y benachbart von der Ordnung V .

Seien (M, U) und (M, U) uniforme Réume. Eine Abbildung
M- M

heiBt gleichmaBig stetig, wenn es zu jedem V' ¢ U' ein Ve U gibt, so daB

furalle z,yeM gilt:
eV = (), MV .

Sei (M, U) uniformer Raum. Eine Menge N¢M heiBt klein von der
Ordnung Ve U , falls je zwei Punkte aus N von der Ordnung v
benachbartsind,d.h. N x N c V .Ein Mengensystem auf M enthait
beliebig kleine Mengen, falls es 2u jedem V¢ U eine Menge in diesem
System gibt, die klein von der Ordnung V ist.

Ein Filter auf M heiBt Cauchy-Filter, falls er beliebig kleine Mengen

enthilt

In uniformen R&umen ist jeder konvergente Filter auch Cauchy-Filter.

r Konvergenz von Filtern s. SCHUBERT §. 42.) In diesem Satz kann man Filter auch
g wn: die Begriffe Netz oder Folge ersetzen.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt jedoch nicht, sondern nur far spezielle

n A3ume:

Ein uniformer Raum heiBt vollstandig, falls jeder Cauchy-Filter (-Netz, -
Folge) konvergiert.

¢iném uniformen Raum gehért eindeutig eine Topologie. Sie wird

dermaBen konstruiert: )
'+ U) uniformer Raumund V € U und = € M , so sei

V= {slte. s € V).
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n ordnet also einem Anfangszustand und einem passenden ProzeB den

de Kettenregel:

Diese Mengen bilden die Umgebungen fir eine Topologie auf M (s. SCHUBERT,
End d zu. Es gilt folg

S. 103). Umgekehrt aber determiniert eine Topologie nicht eine eindeutige

Uniformitat. Man kann sich uniforme Strukturen auch durch Metriken oder -
V{Z,Pge P)) € (Z,Pp)

schwacher - Quasimetriken erzeugen. n{Z,Pye Py} = nlniZ, Py, Pg)

Eine Quasimetrik auf M ist eine Abbildung

d:Mx M= [0, ] mit Uniforme Strukturen im Zustandsraum

D16.7:

M) dix,x)= 0 vieM
M2): dix,5) = dly, ) vEyeM Sei P eine beliebige ProzeBklasse (also nicht unbedingt die von MS), so heiBt die
M) : diz,y) + dly,2) = dx,2) Vr,y,z€M Menge der Zusténde, in denen das materielle Systeme P als ProzeBklasse hat,
Eine Quasimetrik ist eine Metrik, falls auBerdem gelten: 2Zp:={z€2Z|P;= P}
Vey €M P -Sektion des Zi | Sie stellt eine Faktorisierung von Z dar und ist
2ustinde mit gleicher Konfiguration, die dem

feiner als die Sektionierung in 2
Anfangswert der ProzeBklasse entspricht. Sei 8 Ausgabefunktion der Spannung und
funktion des materiellen Systems, so kénnen wir die Hinter-

(M) : dx,y) <=

M5):d{x,)) =0 = x = y.
2 ctandeiih

Tragtein Raum M eine Metrik oder eine Quasimetrik d , so wird dadurch eine

Uniformitst induziert (und d: M x M — & ist fiir endliche d gleichmaBig stetig):
Sei £ € R*, 50 hilden die Mengen Sn:(Z,Pz — Sym(Tx*B, TyB) .
Wir kommen nun zur initialen Konstruktion, d. h. zum Zuriickholen der

Vei= {&.9|dl=, 0 <€}

eine Basis eines Nachbarschaftsfilters auf M x M ,dereine Uniformitat erzeugt.
Wir nennen die grébste Uniformitét, die die Abbildung

S nt.P)|z,: Zp ~ Sym(Tx*B,TyB)

fir vP ¢ P gleichméBig stetig macht, die natGrliche Uniformitat von Zp .
Die durch sie induzierte Topolegie heilt natiirliche Topologie von Zp .

16.2 Die Zustandsiibergangsfunktion

2z dsraum ausdeh

ki betrachten. Dann wiren

an kénnte nun diese Topologie auf den g
m wir diesen als topologische § seiner
diejenigen Teilmengen von Z offen, fir die alle Durchschnitte mit Sektionen

D16.8: Sei MS = (X, P, F) materielles System mit Zustandsraum Z und Z ¢ Z
Zustand. Wir bezeichnen mit Pz die ProzeBklasse des materiellen Systems

E(2) . Sei
2,P:= {Z.P)|Z € Z,P ¢ P},
so kannen wir die dsdbergangsfunkti P beliebig, offen sind. Diese Topologie ist jedoch unter physikalischen Gesichts-
R Z P o Z i “2u grob, da sie Zustinde mit unterschiedlichen Konfigurationen
definieren als . gig von der Standard-Topologie auf dem Konfig i (als linearem
(2, Phi= 8(F) . unterschiedslos behandelt. Wir nehmen deshalb davon Abstand und werden
ausowenig versuchen, die Uniformitit auf ganz Z auszudehnen.

wobei 9 die natlrliche Abbildung des Systems =(2) ist.
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Ein uniformer Raum ist bekanntlich genau dann separiert, wenn seine Topologie
separiert ist. Ein separierter oder Hausdorff-Raum besitzt fiir unterschiedliche
Elemente diskunkte offene Umgebungen.

$16.10: Sei MS materielles System, Zp Sektion des Zustandsraumes und
n Zustandsiibergangsfunktion. Dann ist

nt,P)|z,: Zp > Zpr

faralle P ¢ P gleichmiBig stetig. Dabei ist P die Menge der
ProzeBfortsetzungen von Paus P . $16.11: Die P-Sektionen des Zustandsraumes Zp sind Hausdorff- Rsume.

: Seien Z;,Z; € Zpund Z; = 25 .
Seien F, und F; die Materialfunktionen und P die gemeinsame ProzeBklasse

B: Es muB zunéchst gezeigt werden, daB die Abbildung tatsichlich existiert,

d.h.daB
niZp,P) c Zp der materiellen Systeme =(2;) bzw. 5(Z;) .
. " " - . Aus Z; £ Z3 = 3 PP mit Fy(P) = Fo(P) .
faralle » ¢ P .Dadie P Bk, lle Z de Z € Zp defi
SEIS 3 die'brozE0klessefur allS2 P o Da Sym(Ty*B, TxB) Hausdorff-Raum ist, gibt esin ihm zwei offene Umgebungen:

gleich sind, ist aber auch die Teilmenge derjenigen Prozesse gleich, die ein P als
V; von 8 n(z;,P)

TeilprozeB enthalten. 7 (., P)| z, ist dann eine Abbildung des uniformen Raumes nd
2Zp in Zp' ,wobei Zp' diedurch $ V. von § (22, P),
., P VP e P . . . . .
Stz Fe die disjunktsind. Deren Urbilder unter 8 g(., P) sind aus Stetigkeitsgriinden
induzierte Uniformitét tragt und offen und auBerdem disjunkt. Dies sind die gesuchten offenen Umgebungen, die
$n6.Pz YPEP Z; und Z; trennen.
gleichmaBig stetig ist.
it si ] far fal atz erfiillt (BOURBAKI S. 190): . . . ) g
mDm.:“._.ﬁ sind ..:m <n“5”ﬁ:=nm: c.“HonM_nNm: m:: . :m z.nm_._:_m und ) - Wir wollen noch zeigen, daB sich die durch materielle Isomorphismen induzierten
€l P aus einer indexmenge. Essel < ¥oZpr untiorm Bijektionen der Zustandsrdume mit der naturlichen Uniformitst der Zustandsraume
f:X - Y ’ grr: Y = Zp

Seien MS; und MS; materiell isomorph bez. A ,und

Abbildungen. Besitzt ¥ die von allen gpr induzierte uniforme Struktur, so ist ¢
14 die von A induzierte Bijektion der Zustandsrdume

genau dann gleichméBig stetig, wenn alle gpr £ essind.

wmiZ - %,
50 gilt:

wlze

X =2
Y =2Zp ist fiir alle Zustandsraumsektionen uniformer Isomorphismus.
Zp = Sym(Ty*B,TxB)

st Z;p Zustandsraumsektion von Z; ,so giltmit P,:= AP :

f =at.Plz,
g & S nl,PYzp gleichmaBig stetig

und

gr fs Snlnl. Pz, Pllze = Sat.P o Pz,
= nt,P)|z, istgleichmaBig stetig. =
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S mt. Pz,
A und A/
8 ns -, APV | 2,5, -
Damit ist auch

ASy it Pz, = Sz nalyath, AP 2,

gleichmaBig stetig. Wir wenden nun den bereits zitierten Satz (BOURBAKI, S.
190) an. In diesem Fall besteht die Index-Menge nur aus einem Element, und wir
k&nnen den Index P weglassen. Wir identifizieren:

Im.a-lv Sym(T,*B ,T;B)

A

Zip
A
[

2P, i UR/
% T Sym(T:*8,T:8)

" YA _N:.
Sz na (- AP | 2,s,
Zip

Zyp, = yalZip)
Sym(T;*B . T;B)

N < X @

und sehen, daf die Voraussetzungen des Satzes erfollt sind. Damit st yalz,,
gleichm4Big stetig. Da das bisher Gezeigte unabhangig davon ist, welches
materielle System den Index 1 oder 2 tragt, gilt dasselbe auch far

yan = A’ .

a ist alsa in beiden Richtungen gleichmé8ig stetig und damit Isomorphismus des
uniformen Raume Z;p und Zop, furalle P € P und alle ProzeBkiassen P , fir dis

Z,p nicht-leer ist.

Damit Obertragen sich auch alle Eigenschaften die Uniformitét oder die
Topologie betreffend auf m-Aquivalente Materialien, wie z. B. die im folgenden

haft
haften.

rten

Abschnitt defi
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16.4  Vervollstindigung der Zustandsraumsektionen

Fassen wir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts zusammen: Fir alle Zustinde
mit gleicher PrazeBklasse P , genannt Zustandsraumsektion Zp , gilt:
2Zp tragt eine natarliche topologische Struktur, die es uns erméglicht, die
~ Konvergenz von Folgen, Netzen oder Filternin Zp zu untersuchen. 2Zp ist bezuglich
- dieser Topologie Hausdorff-Raum, womit die Limites von konvergenten Filtern

eindeutig sind.
Dariiber hinaus trigt Zp eine mit der topologischen Struktur vertrégliche
‘uniforme Struktur, die es uns ermdglicht, Cauchy-Folgen, -Netze und -filterin Zp zu
erkldren. Dabei sind die Abbildungen
Sat.Plz:2p

n(-,PHz,: Zp

—  Sym(Tx*B,TyB)
N

2Zp

furalle P € P gleichmaBig stetig.

diak

- Esstellt sich nun die Frage nach der itderZ

iel illustriert:

1h . L

{n(Zo,EQ€2Zp|d > 0},

m ihre Obermengen, einen Filterin Zp .
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Fortsetzung auf Zp , die gleichmaBig stetig ist (dabei wird P ¢ P als Index

s gibt nun folgende Méglichkeiten:
betrachtet) (s.SCHUBERT §. 124, Satz 2).

der Filter
Fassen wir nun die vervolistindigten Sektionen zu Z zusammen, so kdnnen wir
die Abbildung betrachten
Sn: Z.P5} - Sym(Tx*8,TxB)
@.Pz:= {2,P|Z€2,PePg}

(A) st Cauchy-Fitter (8) ist kein Cauchy-Filter

{A2) und konvergiert nicht b orin

(A1} und konvergiert

(A1) bedeutet folgendes: Es gibt einen Zustand Z,, € Zp , dem sich das System
beliebig dicht annahern kann, wenn man die Einfrierung nur lange genug ausdehnt.
Dieser Zustand ist aber auch - und das gehért zur Definition von Zustand - (exakt)

istund Pz die ProzeBklasse der Zustandssektion ist, der Z angehért.

Wir kénnen dann auch die Ausgabefunktionen ausdehen:

erreichbar iiber einen ProzeB aus P .
G(@) istfiralle z € Zp | und wird k t auf die vervolistandigten
Es ist aber auch denkbar, daB sich das System bei der Einfrierung genauso verhait, Sektionen ausgedehnt.
es aber keinen ProzeB in P gibt, der einen Grenzzustand im obigen Sinne
reprasentiert. Damit bleibt der Filter Cauchy-Filter, konvergiert aber nichtin Zp (a2), §12) wird fur die Grenzzustéinde z definiert als
Wir kdnnten zwar den Haufungspunkt als sstand mit in die 2 - $@:= $00Z.Py) .
sektion hineinnehmen; er wire aber nicht mehr als Aquivalenzkl von f \ oo dorhii o
deutbar, da es in unserer Terminologie keine Prozesse unendlicher Dauer gibt. QELC Fo derNutiprozel ist.
Ebenso kénnen wir die Zustandsiibergangsfunktion gleichmaBig stetig

‘susdehnen zu

Es ist i. a. nicht zu erwarten, daB Zp vollstindig ist. Man kann aber Zp
4 1:ZPy - Z.

vervolistindigen, indem man seine Grenzzusténde hinzunimmt, die man zwar nicht
durch Prozesse exakt erreichen kann, die damit auch nicht als Aquivalenzklassen von
Prozessen interpretierbar sind, die aber iiber Prozesse beliebig genau (im Sinne der.

Uniformitat) erreichbar sind.

M,:=3Zp) c M
Dabei machen wir Gebrauch von folgenden Sétzen: finieren. Die Mengen Zp und M, waren bisher nur mengentheoretisch isamorph;

(1) Zu jedem separierten Raum Zp gibt es einen (bis auf Isomorphie) eindeutig |
2|z,

bestimmten separierten volistandigen Raum Zp derart, daB Zp dichtin Zp ist

(SCHUBERT S. 126). e ,—53 uniformen Isomorphismus erkldren, der die Nachbarschaften von Zp x Zp

Mp x Mp hiniberholt. Dann kannen wir Mp vervollstindigen zu Mp und alle

{2) Essei Zp uniformer Raum und

Snt,Pz,: Z S *8 ., TxB)
o, Pz,:Zp -+ Sym{Tx*B. Ty M= U Mp .

eine gleichmaBig stetige Abbildung in dem separierten vollstindigen Raum
Sym(Tx*B, TxB) . Dann besitzt diese Funktion eine eindeutig bestimmte
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Mp

-

Elz:2p
und auf der Vereinigung der Definitionsbereiche 2u
E: Z M.

-

Dabei sind die Grenzelemente von der Art
M8 = [X,P,8 n{Z,,]
Zy = SMS) .

mit

Es gibt for ein materielles System méglicherweise Zustinde und materielle
Systeme, die man nicht (exakt) erreichen bzw. herstellen, jedoch beliebig genau
annahern kann. Man kann in diesen Grenzzustinden (theoretisch) starten und es
mag auch maglich sein, daB man das ursprangliche materielle System wieder

herstellen kann.

16.5 Relaxation

Wenn wir eine Konfiguration beliebig lange einfrieren kénnen, so kann essein,
daB die Zustéinde, die man dabei durchlauft, einen Cauchy-Filter erzeugen.

D16.13: Sei Z € Z und E; konstanter Prozefl der Dauer d € B* aus P
Z heiBt relaxierbarer Zustand, falls die Endstiicken

{n(z,, EN€2Zp|d > 0}

einen Cauchy-Filterin Zp erzeugen.
Existiert der Grenzwert

AM2):i= limgwenlZ,P) e,
s heiBt er relaxierter Zustand.

Ein materielles System heifit relaxi d, fallsalle Z de relaxierbar
sind.
Ein materielles System heiBt semi-elastisch, falls es relaxierend ist und gilt;
G2 = QZg) = AZ) = 2Z) vZ;eZ.
Man beachte, daB es fir relaxi de materielle Sy dig ist, daB

Einfrierungen von beliebiger Dauer aus jedem Zustand heraus Giberhaupt in der
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jeweiligen ProzeBklasse sind. Sind alle Prozesse als einmal stetig differenzierbar
vorausgesetzt, so istdies . allg. nicht gegeben.

Ein Zustand ist genau dann relaxiert, wenn jeder konstante ProzeB
E(t) = G(2Z) Kreisproze ist.

Ist das System relaxierend, so gilt scharfer:

Z ist genau dann relaxiert, falls ein nicht-trivialer konstanter ProzeB

$16.14:

KreisprozeB ist.

Angenommen, Z ist relaxierter Zustand, d. h. es existiert ein z' mit
mit P, = G(Z).

B
Z=12"=limy_.unlz' P)
Dann ist fiir jedes ¢ > 0
Zo:= Z' 5 Zy:= q(Ze,P) ; Zgi= (%, P) ..
eine Folge, die nach 2 konvergiert. Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von
al,p) ist
{ntz:.P)}
eine Folge, die gegen Z konvergiert. Damit gilt:
limq(Z; ,P) = plimZ; ,P) = n(Z,P)} .

Die Umkehrung der A ge ist trivial. Neh wir nun an, das System sei
relaxierend. Am Ende eines konstanten Prozesses der Dauer ¢ = ¢ erhaitman
38d Iben Zustand. Dann kann man diesen Proze
beliebig oft wiederholen. Wenn die Folge der dabei durchlaufenen Zustinde
eindeutig konvergieren sol!, so muB er wahrend jeder Periode ¢ konstant sein.
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17. Geschichtsfunktionale

Empfohiene Literatur: KRAWIETZ (§ 3.9), NOLL{1972) _

Obwohl die Rationale Mechanik ihre Wurzeln in den klassischen Werken des 18.
und friithen 19. lahrhunderts hat (e. g. Euler, Cauchy), blieb sie lange Zeit
unentwickelt. Erst in der Mitte unseres Jahrhunderts erlebte sie, zunéchst in England
und Amerika, eine Renaissance. Dies hatte vor allem die folgenden Griinde:

* die Entwicklung und Verwendung neuer Materialien, z. B. Kunststoffe, die sich
inelastisch verhalten;
e extreme Anfarderungen (Ristung, Raumfahrt) erforderten eine genauere

Berechnung des mechanischen Verhaltens;

» mit der Entwicklung elektronischer Rechenanlagen und in deren Folge auch der
numerischer Verfahren (z. B. Finite-Elemente-Methode) kam man in der Lage,
nicht-lineare Randwertprobleme zu lésen.

Die Theorie der einfachen Materialien mit Geschichtsfunktional wurde in den
fanfziger und sechziger Jahren von NOLL u. a. entwickelt. thre wohl geschlossenste
und ausfiihrlichste Darstellung ist die von TRUESDELL/ NOLL (s. a. BECKER/ BURGER,

BILLINGTON, HAUPT, LEIGH, MULLER (1973, 1985)). Ihr Schwerpunkt lag auf

elastischen und viskoelastischen Materialien (z. 8. zéhe Flussigkeiten). Plastizitat
{Metalle) konnte in di
werden.

Aufgrund einiger gravierender Mange! dieser Theorie entwickelte NOLL {1972}

die "New Theory of Simple Materials®, die der unmittelbare Vorginger unseres

Theorie der materiellen Systeme ist. (Genauer gesagt: die neuen einfache

Materialien sind eine echte Untermenge der materiellen Systeme. Zur Einbettung s.

BERTRAM (1982)). Charakteristisch fir beide neuen Theorien ist der Zustandsbegr

einfacher Materialien halb-unendliche P , sog. Defor

ohne Zustandsbegriff behandelte.

behandeln {s. SILHAVI/ KRATOCHVIL, KRAWIETZ, DEL PIERO), wie auch die imm
wichtiger werdene Viskoplastizitit.

Rah aus prinzipiellen Granden nicht behandelt
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Obwohl die alte Thearie bei unserem heutigen Kenntnisstand als iiberholt gilt,
miissen wir sie trotzdem darstellen. Dies nicht nur wegen ihrer enormen historischen
Bedeutung, sondern auch wegen ihrer groBen Verbreitung, die die neueren
Theorien aufgrund ihrer begrifflichen Komplexitat bisher nicht gefunden haben.

NOLL (1972) hat gezeigt, daB die alten einfachen Materialien im wesentlichen
den semjelastischen Stoffen entsprechen, und sie als solche in seine neue Theorie
eingebettet. Wir wollen ihm hierin folgen.

Die folgenden GroBen sind jeweils fiir einen Kdrperpunkt X ¢ B8 definiert.

D17.1: Seien B> die nicht-negativen reellen Zahlenund t ¢ T .
Eine Deformationsgeschichte bis zur Zeit ¢ ist eine Abbildung

H: B" —  Sym*(TyB, Tx*B)
2 G{t-9)

thr Wert H(s) bedeutet die intrinsische Konfiguration des
Kérperelements zur Zeit (¢ - s} .
Ist & € B** ,s0 heiBt

H{):= HE + ) : o« +» Git-8-3)
&-Teilgeschichte von # .

Eine Geschichtsklasse I ist eine Menge von Deformationsgeschichten, die
folgende Bedingungen erfillt:

{G1) r ist nicht leer;

hich

aus I

(G2) alie Teilgeschich
gehdrenzu ' ,d. h.

HeT und §€R™* = H6¢D;

(G3) zu jeder Geschichte aus T gibt es eine echte Fortsetzung, d. h.

VHET existiertein H' €T und ein &€ B> mit
Hsa HE .
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ki, Ein Geschichtsfi ional von I ist eine Abbildung

G: I - SymTx*B.TyB)

D17.3: Sei I Geschict

H ~» 8,

wobei 8 die intrinsischen Spannungen am Ende der

Deformationsgeschichte H sind.
Ist X € B, T Geschichtsklasse und G Geschichtsfunktional,

so heiBt (x,T,G) Material mit Geschichtsfunktional.

Die alte Theorie ein‘acher Materialien betrachtete ausschlieBlich
Geschichtsfunktianale. Dies ist aus drei Granden unbefriedigend:
1.) die Kenntnis einer unendlich langen Vorgeschichte ist nicht nur grundsitzlich
fragwirdig, sondern auch rein praktisch unméglich;
2.) far wichtige Materialklassen (z. 8. Plastizitat, Alterung) 138t sich keine
Geschichtsfunktional-Beschreibung finden (s. KREMPL 1975, 1981).

Auf die dritte Schwierigkeit werden wir gestoBen, wenn wir versuchen, die
Materialien mit Geschichtsfunktionalen in die Theorie der materiellen Systeme

einzubauen.

Die materiellen Isomorphismen zwischen zwei Materialien (X, T, Gy) und
(Xg, Tz, Gy) kann man definieren durch A ¢ Iso(Tx, B, Tx,B)

[24)] Ty = A*T; A

“2) GaA* HAY = A GiiH) A VH €Ty,
und die Sy ie-Transformati entsprechend mit A € Iso(TxB, TxB) .

Um aus einem Material mit Geschichtsfunktional (X,F,G) ein materielles System

zu konstruieren, liegt folgendes Vorgehen nahe:

Seien H Geschichte und P ProzeB der Dauer ¢ , und sei H(0) = P{0) ,s0

definieren wir eine Geschichte P» H durch
Pld-s) fir 0 sssd
P i=
(P He-d) fir e>d
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§,D17.4: Herstellungssatz
sei (x,T, &) Material mit Geschichtsfunktionalund H € T' , sowie

P:= {P ProzeB|P- H € I'}

PP):= G{Pe H) VPEP.
Dannist MSg := {X,P F) materielles System .
Es heif3t: das Gber die H llung: gestell iell

System.

Mit diesem Herstellungsbegriff kann man nun die Geschichtsklasse fasern:

Hy~ Hg: Hy, Hg€T und MSy = MSy, .

Diese Faserung tritt an die Stelle der z-Aquivalenz und fuhrt auf einen Shnlichen
E Zustands-Begriff fir Materialien mit Geschichtsfunktionalen.

~ Eskannte nun aber der Fall auftreten, daB es zwei Geschichten H; und Hy gibt,
sodal weder MSy, aus MSy, hergestelit werden kann, noch umgekehrt.
Nir suchen deshalb eine “Urgeschichte™ Ho € T, in deren Fortsetzung wir alle
ustande des Materials erreichen kénnen, so da fiir MSy, = (X,P,F) gilt:
jedes H ¢ T gibtesein P ¢ P, sodaB

PeHp~H .

In diesem Fall kdnnten wir mit MSy, dasselbe Materialverhalten beschreiben wie
it dem Geschichtsfunktional.
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Da diese Forderung sehr streng ist, wollen wir sie dahingehend absct hen, daB
wir die 2 d: kti van Msy, vervoll digen zu Zp und alle Zustands-
funktionen ausdehnen. Dann soll fiir jedes H € I ein Z € Z existieren, so da P By
MSy = 8(2).
+ = + 5
In diesem Fall kdnnten wir mit MSy, ndherungsweise dassetbe Materialverhalten
beschreiben wie mit dem Geschichtsfunktional.
d. h. der EinfluB der Anfangsgeschichte kann h laxiert werd:

Diese Forderung ist analog zur Eigenschaft der Semie/astizitat bei

L wir zwei hich Hy und H; aus T'
materiellen Systemen.

3.} Ist auch dies nicht gegeben, so
finden, so daB sich die beiden Materialien fiir alle Fortsetzungen unterschiedlich

1 di ) Zustand: ungleich sind.

verhalten und ihre (ver g
h de wird nun durch zwei

: Die Kanstruktion der oben angesp

Dies ist der dritte Nachteil der alten Theorie. Um solche Félle auszuschlieBen, Grenzabergange vollzogen:

stellt NOLL (1972) einschrénkende Bedingungen an die Materiatien mit

Geschichtsfunktional: Sei Hp € I' wie vorherund H ¢ I beliebig. Dann soll es zu jedem & > 0 einen

ProzeB P; der Dauer d geben mit P{0) = Hy0) und Pid) = H(») ,so dal
Zunéchst muB die Geschichtsklasse groB genug sein, d. h. alle Geschichten

enthalten, die im folgenden benstigt werden, ndmlich Einfrierungen und
Verbindungen zweier Konfigurationen. Sodann soll G folgende Konvergenz-

eigenschaften haben:

His-a)|,¢[0,1°Esxs Pre Hp €

Sei H € T und E., : > 0 eine (konstante) Einfrierungsgeschichte mitdem
Wert H(s) , so soll gelten

GH) = lim; o G{H(:~ o), ¢ [0.11° E)

Sei Po H € I' und &, eine Einfriei der D d € [0,=] aufdem Wert
e € I und £, eine Einfrierung der Dauer d ¢ [0.] au rte sind unabhangig von P, , da dessen EinfluB herausrelaxiert.

P(0} ,s0 soll gelten:

G{P+ Eu) = limgw GIP+ Eg> H)
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171 Oberblick @iber verschiedene Materialtheorien

Historisch gesehen gab es mindestens zwei wichtige Entstehungszweige in der
mechanischen Materialtheorie:

1) die Viskoelastizitat, die sich im wesentlichen der Geschichtsfunktionale bediente

und im Grunde Semielastizitit beschreibt. Wesentliche Konzepte und Schlagworte
Gedéachnis,

piel fir

dieser Schule sind: hwindigkeitsabhangigkeit, schwindendi
bhs u.“ Mh‘ 1\ -

Relaxation, Kriechen, (geschwindig
diese Richtung :TRUESDELL/ NOLL.

Literatt

il o hh

2) die gesch gigen Materialien, deren wichtigste Unterklasse die
Plastizitst darstellt, wie auch die Hypoelastizitst und die endochrone Theorie (s.
HAUPT, e. g.). Schlagworte aus diesem Bereich sind: efastischer Bereich, FlieB-
kriterium, (plastisches) Flieen, Verfestiqung, Bauschinger-Effekt. Literatur-Beispiele

bilden alle Bicher Gber Elastizitdt und Plastizitst.

Vizsko-
elastizitat

Geschwindigheits
unabhéngigkeit

g ver
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Klassen beinhalten, wird man meistens vergeblich nach einer allgemeinen
1, sondern larisch vor.

Rahmenordnung suchen. Man geht nicht allg

2u beiden Materialklassen gemeinsam gehért die Elastizitst, die wiederum als

Untermenge die Hyper enthalt {diejeni lastischen Materialien, bei
denen die Materialfunktion ein Potential - die Formanderungs-Energie - besitzt).

(Siehe dazu WANG/ TRUESDELL, TRUESDELL/ NOLL, MARSDEN/ HUGHES, CIARLET,
FRAEI!S OE VEUBEKE).

Starke Impulse fiir die mechanische Materialtheorie kamen immer wieder von
der Thermodynamik, genauer: von der thermomechanischen Materialtheorie.
Praktisch alle wichtigen Vertreter der Rationalen Mechanik sind zugleich auch

Sy
7 iy .

Urspringlich aus der Thermodynamik stammend, haben Theorien mit inneren
Variablen (internal variables, hidden v., state v.) in praktisch allen Zweigen der
inelastischen Materialtheorie groSie Verbreitung gefunden. Die inneren Variablen

‘entsprechen (endlich vielen) Zustandsparametern, die sich aus einem Anfangswert
ion (Evolutions-

_entlang eines Prozesses mittels einer Zi dsab gsfunk
leichung, Entwicklungsgl., s. Abschnitt 16.2) u_n:m__m_Qm: lassen. Diese Funktion
i_a meistens m_m gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit

bilden eine (echte) Unterkiasse der

alsdie ielastizi

__anm_..n__m: Systeme, sind aber in vieler Hinsicht allg,

Alle genannten Materialklassen - mit Ausnahme der Elastizitst und der
{ digkeitsunabhangigkeit, die beide exakt definiert sind - werden von

erschiedenen Autoren unterschiedlich abgegrenzt. Historisch sind die meisten von
en so entstanden, daB einfache Modelle vorgeschlagen wurden, die anschlieBend

oderV zu geben.
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18. Innere Zwangsbedingungen

Im Abschnitt 11.2 hatten wir bereits den starren Koérper als einen solchen
definiert, fir den die Bewegungsklasse nur Starrkérperbewegungen enthalt. Als
Folge davon besteht die Menge der Konfigurationen des (starren) Kérpers aus einem
einzigen Element.

Natiirlich ist das Kanzept der Starrheit eine Idealisierung - wie Gbrigens alles
andere auch, was in diesem Buch steht; in der Natur sind alle Kérper deformierbar.
Es kann aber fir bestimmte Karper unter bestimmten Bedingungen (Belastungen,
Lagerungen) vorteilhaft sein, sie als starre Kérper zu beschreiben. Wir haben in 11.2
insbesondere gesehen, daf sich die Darstellung der Bewegungen gegendber einem
deformierbaren K&rper erheblich vereinfacht.

Wihrend dem starren Kérper afle Konfigurationsdnderungen versagt sind, kann
es sinnvoll sein, nur bestimmte zu vernachlissigen und alle anderen zuzulassen. Man
spricht dann von Kérpern mit Zwangsbedingungen, und zwar von
* 3duBeren, falls die Bewegungsmdglichkeiten des Kdrpers von auBen im

Euklidischen Raum eingeschrinktsind, z. B. durch Lager, Filhrungen, Wande, etc.,

die als starr angenommen werden;

* inneren, falls die Konfigurationen der Kérperlemente eingeschrénkt sind, also
nicht mehr ganz Sym*(Tx B, Tx*B) umfassen.

Man stellt zum Beispiel fest, daB es bei Wasser fir Dichteanderungen wesentlich
gréBerer Spannungen bedarf als fir alle anderen Deformationen. Man beschreibt

deshalb Wasser haufig als inkompressibles Material, bei dem nur isochore (=
volumentreue) Bewegungen moglichsind.

Wir werden im Weiteren nur innere Zwangsbedingungen betrachten, weil sie fir

die Materialthearie besonders wichtig sind. Viele Befunde lassen sich allerdings

sinngemdB auch auf 3uBere Gbertragen. Die Einschrdnkung der Bewegungs-
méglichkeiten durch Zwangsbedingungen bewirkt, daB nicht mehr alte Spannungen

durch die Bewegung determinierbar sind; es treten Reaktionsspannungen auf.

Ublicherweise wird angenommen, daB sie bei keiner zuldssigen, d. h. mit del
Zwangsbedingungen  vertriglichen  Bewegung, Arbeit leisten. Di
Charakterisierung mag bei bestimmten Material- und Zwangsbedingungsklasse
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motivierbar sein; allgemein ist sie es nicht. in BERTRAM (1980) wurde durch

Grenz(bergénge sich versteifender Materialien u. a. gezeigt, daf8

* im{hyper-Jefastischen Fall diese Annahme begriindet werden kann,

e fir die meisten anderen Materialien sich jedoch Gegenbeispiele zu dieser
Annahme finden lassen.

Da eine allgemeine Theorie von Zwangsbedingungen noch nicht ausgearbeitet
wurde, kdnnen wir hier nur die speziellen Falle referieren, die eine geschiossene
Behandlung zulassen (s. TRUESDELL/ NOLL 5. 69 ).

Die Form der inneren Zwangsbedingung wird zunichst im Rshmen der
bezogenen Beschreibung dargestellt und dann intrinsisch notiert. Sei also B
Karper mit Plazier kl. K,x,€6KB plazierung und F(X,) = k. g’ |
(s. . 78) Deformationsgradient einer Plazierung x ¢ K . Dann habe eine innere

Zwangsbedingung die Form

fo: AutiV) > R,

so daB far alle x € X gilt
folF) = 0.

Die Funktion /, ist Materialgleichung und wird deshalb als obj

“ ~d. h. esmuB gelten

oF) = (QF) Q¢ oty
erlegt man F polar (s. $ B.1), so erhalt man mit der speziellen Wah! @ » R* = R*
fo{R U) = £5(@ R U)= £{U)=: fclC)

mit U= C .Eine objektive Funktion f,(F) 148t sich also immer ausdracken durch

Bei Wechsel der Bezugsplazierung erhiit man gem. Abschnitt 8.3
folF) = fo{F, P} = £, (¥)

s 16(C) = fe,(F* F) = fo(P* F* F, P} = fc (P* C,P) = fe(C),

beide Versi 1der i Zwangsbedingung hingen von der Bezugs-

rung ab. Erst beim Ubergang zur intrinsischen Darstellung kommt man zu der
nten Form

fe(C) = fe(Ko* G KoY} = fg{G)
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Die Menge aller Nullstellen von fc und fg - und nursie interessiert - bildet in
allen praktisch rel Fallen eine 5-di ionale Unter igfaltigkeit von
Sym(V,v*) bzw. Sym(TyB.Tx*B),die Zwangsmannigfaltigkeit (s. NOLL 1972). Wir
kommen zu folgenden Definitionen:

Sei B Korper mit Plazierungsklasse K.Dann heiBt eine differenzierbare
Funktion

D18.1:

fo : Sym(TxB,Tx*B) - R

innere Zwangsbedingung des materiellen Punktes X ¢ B , falls fur alle
x € Kgilt:
folx* Reyx) = 0.

Es kann natiirlich auch Kérperpunkte geben, fir die mehrere Zwangs-
bedingungen gleichzeitig gelten, wobei deren Zwangsmannigfaltigkeiten weder
identisch noch disjunkt sein solien. Um den Extremfall eines starren Kérpers zu
beschreiben, bel man sechs Zwangsbedingungen. Der Durchschnitt der

z 9 g b ht dann aus einem einzigen Punkt.

Bei Materialien mit inneren Zwangsbedingungen gilt nun nicht mehr das Prinzip

des Determinismus in dér Form A 12.7, sondern stattd in der falgenden:
A18.2: Prinzip des Determinismus
far Materialien mit i 2y bedi

Der ProzeB bestimmt die Spannungen am Ende des Prozesses nur bis auf
einen additiven Anteil 8, den Reaktionsspannungen, der bei keiner mit
derZ bedi g Spannungs-Arbeit leistet.

b 9

vertriglichen

9

Die Vertraglichkeitsbedingung lautet fiir einen ProzeB £ ¢ P der Dauer d:
fe(B) = 0 v ¢ €[0,d] mit G = AW
Ist P differenzierbar, so folgt entlang P die inkrementelle Form
<dfldG,G'dt> = 0,

wobei G' = P ausdem Tangentialraum Tg Sym(Tx B, Tx*B) und dfg/dG aus desser
Dual, dem Kotangentialraum Tg* Sym(Tx B, Tx*B) sind.

I
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Handelt es sich nun bei der Zwang; igfaltigkeit um eine 5-di ional
differenzierbare Mannigfaltigkeit, so ist deren Tangentialraum Unterraum von

T Sym(Tx B, Tx*B} und enthalt G

] Wir haben in Abschnitt 5 gesehen, daB3 der Tangentialraum an einen
Vektorraum kanonisch isomorph zu dem Vektorraum selbst ist (s. S. 55):

Te Sym(TyB,Tx*B) = Sym(TxB,Tx"B) .
far das Dual gilt {s. S. 55 und 18)
Tc* Sym(Tx8 ,Tx*B) = Sym*(TxB,Tx*B) = Sym{Tx*B,TxB)
Um nun den entscheidenden SchluB aus der Annahme ziehen zu kénnen, muB
die ProzeBklasse des betrachteten materietlen Systems genligend Prozesse
enthalten. Wir wollen deshalb annehmen, daf3 sie alle stetigen und stiickweise

differenzierbaren Prozesse mit gemeinsamem Anfangswert enthélt, die mit der
~ 2wangsbedingung vertréglich sind. Dann gelten

<dfgldG,G di> = 0
faralle zulassigen G* € Syn(Tx B, Tx*B) mit dfc/dG € Sym(Tx* B, TxB} und
! I = 0igp) <85,G' > =0
ﬁ... S. 174) gem. A 18.2. Daraus folgt die Parallelitdt von dfg/dG und 8, ,d. h.

8, = a dfg/dG a€R

rin a ein reeller Faktor ist, der nicht aus einem B g funktional L

rden kann. Offensichtlich kann man diesen SchluB nur ziehen, wenn man G* im

nzen s-dimensionalen Unterraum, dem Tangentialraum der Zwangsmannig-
..urms. variieren kann. LaBt die ProzeBklasse dies nicht zu, so ist auch dieser

‘nicht moglich,

Bei gleichzeitiger Geltung mehrererinnerer Zwangsbedingungen stellt man
og fest, daB eine beliebige Linearkombination aller ihrer Ableitungen

8q = Zi o dfgil dG v meR
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leistungsneutral ist, d. h. bei keiner zuléissigen Bewegung Arbeit leistet. Um zu einer
henden D ] d 1 zu gelangen, bilden wir

Spannung;

pi gin
analog

<dfc/dC,C'dt> = 0
und (s. 5. 174)
1(2pa) <T**,C'> =0
(2o <FIT™ C >

= HM{2pg) <det(F) F°TF*,C >

= NiZp) <F'TF*,C>

taten der entsprechenden Reaktionsspannungs-

und erhalten somit die Paral!
tensoren

T, = aFdfc/dCF*
T = aF dfphdC
™™, = edfc/dC,

wobei wir die o -Faktoren laxerweise alle gleich bezeichnet haben.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB der durch ein Materialfunktional
determinierte Spannungsanteil
Te=T-Tq,

die Extra-§; den kann, daB er keine Komponente in die

P g, SO normiert
Richtung der Reaktionsspannung enthait:

<Tg,a Fdfc/dCF* > =0 YV a€R.,

<Te. Ty > =

also aus dem orthogonalen Komplement aller méglichen Reaktionsspannungen ist.

Wichtigstes Beispiel einer inneren Zwangsbedingung ist die Inkompressibili
alle Prozesse aus der ProzeBklasse sind isochar (volumentreu). Wahlen wir die

Bezugsplazierung als eine zutissige Plazierung, so folgt

1 = po/p = det(F) = det(C) = det(G Go")

(s. 5. 83), und somit

felC) n det(C) -1

und deren Ableitung (5. 5. 117)
dfg/dC = det(C) C*
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oder intrinsisch

falG) = det(G Gg') - 1
und folglich

dfg/dG = det(G G,7) G,

so daB die Reaktionsspannungen einen hydrostatischen Druckzustand beschreiben:

8 = aGt
Te= al
™, = aF*
T = aC'.

Insbesondere fijr faserverstarkte Materiafien ist die Undehnbarkeit in einer
Richtung (oder auch mehreren) eine sinnvolle Idealisierung, wenn die Dehn-
 steifigkeit der Fasern um GrdBenordnungen hoher ist als die der einbettenden
- Matrix. Ein normiertes Linienelement e, in der (zulassigen) Bezugsplazierung
._.mos.m-_; wahrend der Verriickung seine Lange, wenn

. IFlea} = leol
<Fleg), Flea)> = <eg,e0> = I = <eq,F* Flegl> = <@g, Cleg)>
= <60, Ko G Ko (eg)> = <Ko (eg), G Ko {eg)> = <to, Gltg)>

] toi= Ko'log € TxB .
mit lauten die objektiven Versianen dieser Zwangsbedingung
fclC) = <ep,Clegt> - I
f6lG) w <ty, Gltg)> - 1
dfc/dC = ¢, ®e,

dfgldG = ,®1t,
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518 E:a..nNSmaﬁbn&Sh::nn:

Sy = Bl FICHERA, PRAGER). Thermodynamische und elektrodynarm: S
T, = aFled ® Fled meinerungen der Zwangsbedingungen findet man bei >_.W BERTRAM mﬁ_._um wuamv.
GURTIN/ PODIO GUIDUGLI, ANDREUSSI / PODIO G | i
—_— 8 UIDUGL!, BER
n = oFle) Beo GREEN/ NAGHDI/ TRAPP, TRAPP. Als aflgemeinste Rah d NH,_”M“__“.»V:S.
- i klaccicehar i o P ung ibun
Ty = aeBe =_n_.;. inneren Z gen kann wohl die aus BERTRAM :uwh
folgen. Die Reaktionsspannungen liegen also in Faserrichtung. gelten.

Fiir den starren Kdrper benstigt man sechs voneinander unabhéngige |
2Zwangsbedingungen. Die Eulerschen Reakti ]
Raum der symmetrischen Tensoren auf, so daB der g
durch die Bewegung undeterminiert
Extraspannungen verbleiben.

158

Spannung
ist und (nach Normierung)

den ganzen

q

keine

Der Zusammenhang zwischen inneren Zwangsbedingungen und materieller
Symmetrie wurde von COHEN/ WANG und PODIO GUIDUGLI/ VIANELLO eingehend
untersucht, allerdings nur fiir elastische Materialien in der bezogenen Darsteliung.

o !

Die hier vorgestellte Theorie innerer g istim ihrer
Voraussetzungen elegant, klar und durch viele Anwendungen erprobt. Die so
darstellbaren Zwénge sind ihrem Charakter nach elastisch, da sie lediglich die Klasse
der Plazierungen (oder der Konfiguration) einschranken. Es lassen sich aber auch:

ere £ g

geschwindigkeiten |
Féllen durch Grenzlberg
Dabei kann aber h b

imstande sind (s. BERTRAM 1980).

. Die Reakti

ingen sollten sich auch in solchen
Materialien bestimmen lassen.

von ung g
daB auch Reakti

9

sind die ge. Ein Beispiel dafar sind faserverstarkte Materialien, b
denen die Fasern zwar in guter Niherung undehnbar, aber sehr wohl stauchbar si
Durch Textilfasern verstérkte Polymere kénnten dieses Verhatten zeigen. Unilaters
2wénge fuhren auf Zwangsungleichungenwie 2. 8. !

<Fog) ,Flegl> -1 5 0

fiar den oben henen Fall. Die gen ergeben sich ¥
vorher, nur daB hierbei der Faktor o ein bestimmtes Vorzeichen haben muf

GroBe Bedeutung findet die Theorie der Zwangsbedingungen bei der

analytischen Lésung von Randwertproblemen (s. Kapitel 19).
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19. Das allgemeine Kontinuumsproblem

Bl

1 der

Zum SchiuB wollen wir das afl ine Rand- und Anfang P

hanik darstel!

Kont

Gegeben seien:
(1) ein Kbrper B ,so daB fur jeden Kérperpunkt das materielle System

(x.P.F)
bekanntist;
(2) die Massenkraftdichte als Funktion von Ort und Zeit
KK, X) ;
(3) Anfangsbedingungen: Anfangsl (= B lazierung)
KU, X g VXEB;
und evtl. Anfangsgeschwindigkeiten
vt X w0 vXeB;
{4)  Randbedingungen auf zwei Randbereichen d8; und dB,:
geometrische: faeo (KU, X)) = 0 viel[o,d,v X ¢dB;
dynamische:  fuyn (st , X0, (2, X)) = 0 vee[o,dl,v X € dB;.

Gesucht wird eine Bewegung des Kérpers
x(,X) vielo.dl,vxeh,

so daB die folgenden Feldgleichungen befriedigt werden:

die Anfangs- und

die Randbedingungen ;
die Plazierungs-Konfigurations-Beziehungen (alles Ortsfunktionen) :
als Bezugsplazierung

veelo.d,
vxeld

(3)
(4)
(5)
KolX) = Grad &(,X) |- o

und

K () = Grad x(t,X)

so dal
G0 = K* K,

§19 Das aligemeine Kontinuumsproblem

in der ProzeBklasse P ist;

(6) derlokale Impulssatz

didT) + pekf = pe b

mit
T = KS8K*,
wobei 8 lokal als Funktional des G-Prozesses durch das Materialfunktional

berechnet wird.

Die Impuisbilanz stellt zunichst einen Satz von drai partiellen Differential-
~ gleichungen dar. Setzt man das Materialfunktional fir 8 ein {(Methode der
Elimination der Spannungen), so ist (6) "nur” noch eine Differentialgleichung in der
Bewegung x . Analeg kann man mit

8 =T = K8 K'n)

dhad:

‘und dem Materialfunktional die Sp g gungen in Bedingungen an
~ die Plazierungsprozesse umformulieren, die freilich sehr kompliziert sein kdnnen.

_\U.m_. Kontakt zwischen Kérpermn wird in der Reib kunde oder Tribologi
ht. Eine allg ine Syst ik von Reib en, die ihrer Natur nach

) .._,\_mﬁ:m_m_mmnrc:mmz sind, wurde von BERTRAM/ SAMPALIO entwickelt, abrigens auf
‘Grundlage derselben Theorie der materieflen Systeme.

. Liegen p innere Zwangsbedingungen vor, so hat man p zusétzliche Felder ayt, x)
der Reaktionsspannungs-Intensitaten zu bestimmen. Im Einzelfall kann dies sogar zu
er VergréBerung der Menge geschlossener Lésungen fahren (s. TRUESDELL/ NOLL

B6if).

Das Problem vereinfacht sich, wenn der Kérper aus einem einzigen Material

teht (uniformer Korper), und obendrein in der Anf: gsplazierung alle
rperpunkte materiell isomorph sind (h g Anfang d). Aber selbst
ann kdnnen Materialfunktional und Randbedi gen usw. so kompliziert sein,
#36 man geschiossene Lasungen kaum erwarten darf. Man kann in vielen Fallen
‘.“__ on zufrieden sein, wenn man Naherungsldsungen finden kann, und wird
tnichst auf viele Arten versuchen, die Feldgleichungen so zu vereinfachen und an
b Problem ar , daB géngige numerische Verfahren anwendbar

" ,_‘ﬁ. B. Differenzenverfahren, Finite-Elemente- oder Randelementemethode).
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Man weiB i: allg. nicht einmal, ob das gegebene Problem mvm?m:up eine Lésung
hat. Aber selbst wenn dies der Fall ist, und man eine soiche gefunden hat, ist
aufgrund der Nicht-Linearitsten der Differentialgleichungen nicht gesichert, daB
dies die einzige Lésung ist. Dies fahrt zur Frage der Stabilitt von Lésungen: obwohl
eine Bewegung x als exakte Lésung berechnet wurde, kann es sein, daB sie
experimentell nicht nachvollziehbar und damit praktisch bedeutungslos ist, weil
kleinste Stérungen oder Imperfektionen eine véllig andere Bewegung verursachen.
Aussagen hierzu sind lediglich in ganz einfachen Féllen bekannt, z. B. bei linear-
elastischen Korpern (s. KNOPS/ PAYNE, HACKL/ ZASTROW). Bei nicht-linearer
Elastizitat werden die Verhiltnisse schon erheblich komplizierter {s. BALL, CIARLET,
VALENT, WANG/ TRUESDELL). Ober alle diese Probleme gibt es eine groBe Fiille von
Untersuchungen. Es wirde jedoch unseren Rahmen sprengen, wollten wir auch

dieses Gebiet noch darstellen.

20. Dimensionen und Einheiten

Empfohlene Literatur: CARLSON

Fur konkrete Messungen und Berechnungen ist es ndtig, die physikalischen
GréBen auf Einheiten zu beziehen. Zu diesem Zweck miissen wir feststellen, welche
physikalische Dimension die betreffenden GroB8en haben. In der Mechanik kommen
wir mit drei Grund-Dimensionen aus:
® der Linge (genauer: der Abstand zweier rdumlicher Punkte im £ )
® derZeit (genauer: der Abstand zwaier Zeitpunktein T)

Um das Materialverhalten zu untersuchen, ist es jedoch sinnvoll, einfache ® der Masse eines Kdrpers.

tésungen des Impulssatzes zu suchen, und erst dadurch Rand- und
Antfangsbedingungen zu konstruieren. Nehmen wir beispielsweise einen uniformen
Kérper in einem h 1 Anfang d. Gelingt es uns, eine homogene
Bewegung zu finden, (so daB die auf die Anfang b
Verzerrungen nicht ortsabhangig sind), so sind auch die daraus resultierenden
bhangig), womit

Die Dimensionen aller anderen GréBen kénnen daraus durch Produkt- und
‘Quotientenbildung gemiB ihren Definitionen und Bestimmungsgleichungen
abgeleitet werden.

Do £ "
n

~ Die Einheiten erhalt man aus der Dimension, indem man auf den physikalischen
.,.m&a»: eine Norm, eine Metrik oder ein MaB erklart und ihm einen Namen gibt, den
an hinter den numerischen Wert schreibt. Fur die Grund-Dimensionen sind
olgende Grund-Einheiten iiblich:

® dasMeter m : die Metrik des Euklidischen Raumes £ ,

" die Sekunde 5 : die Metrik des Euklidischen Raumes T, und

. das Kilogramm &g : das MaB, das durch die Differential-3-Form Massenelement
dm auf den Kérpern induziert wird.

Spannungen h gen {also nichtor
div(T) = o
berall gilt. Damit kdnnen wir die tmpulsbilanz dadurch 1dsen, dafl

b s K

gesetzt wird. Da die Massenkraft normalerweise gegeben ist, z. B. als konsta
Gravitationsfeld, kdnnen wir aus dieser einfachen homogenen Differential-
gleichung k(t , 3) integrieren. Oft kann man auch k! vernachlassigen und:

quasistatische Losungen suchen, fur die die Beschleunigung so klein ist, daB wir
tz ebenfalls vernachléssigen kdnnen. Beispiel ei

Alle anderen Einheiten kénnen aus diesen Grund-Einheiten abgeleitet werden.
spiele sind:

Traghei m im Impulsg
solche Bewegung ist die einfache Scherung, wie sie im Abschnitt 8.6 und Einheit des Volumens Kubikmeter N
Euichirigben Wardd. Einheit der Kraft Newton N :=kgmys*
Einheit der Spannung Pascal Pa:= Nm?=kgm' gt
Einheit der Arbeit Joule Ji= Nm= kg m's®

Einheit der Leistung Watt Wi=Jslakg m*s®
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Die Def i Be haben all die Di jon Lange / Linge = 1
{dimensionslos).
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F = e =8 AR AL AR
= L+ LY € Symv,v)
= {1 - BY) € Symv.v)

det F F* ¢ Aut(\)
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Notations-Index
Es werden h3ufig benutzte Formelzeichen aufgefahrt und die Seite ihrer
EinfGhrung angegeben.
Lateinische Formelzeichen: Seite
a = ifof) Lloga)» € V relat. Verschiebung der Beobachter 102
Al > R Arbeit 139
A € Iso(TxB,TvB) materieller somorphismus 203
Al) := A () A": Lin(Tx*B,TxB) - Lin(Ty*B, TyB) 202
AutiV):= IsoV. V) lineare invertierbare Abbildungen 16
axi(A}:= aiie; x o axialer Vektor eines Tensors A 34
bgi= = v Beschleunigung bez. des Beobachtersg 100
B:= FF* ¢ Sym* (Vv linker Cauchy-Green-Tensor 81
8 materieller Kérper 67
B, := K,(B) Cc B Kérpergebiet in der B lazierung 78
Bi:=x(B) cF Karpergebietin der M: tazierung 78
BZP Bezugspunkt 40
BZS:= (BZP, Basis) Bezugssystem 4t
e £V verlorenes Moment 144
A Raum-Zeit-Kontinuum 97
:= F*F € Sym*(V.V) rechter Cauchy-Green-Tensor 80,81

Klasse der k-mal diff.-baren Funktionen 14

Dauer eines Prozesses p; 185
Drall {oder Drehimpuls) bez. o 120
Oberflichenelement 65
Volumenelement 64,71
Verzerr hwindigkei 12,113
Al ischer Verzerrung 82
Korperrand 67
Determinante eines Tensors A 21
Flachenkonfigurations-Tensar 82
Greenscher Verzerrungstensor 82
Henckyscher Verzerrungstensor 82
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E:= 3(H + H*) € SymV.v}
e

Epjn = ¥, <vg yvg> dm

E, = u'()

eV
o

F: P - SymTx*8,TxB)

F:= Xalx, = KxKox' € AulfV)

Gy := Kx* Kx ¢ Sym*(TxB,Tx"B)
G: Z - Sym*(TxB,Tx"*B)

G

G:T - Sym(Tx*8, TxB)

grad

h: P =+ M

H: B - Sym*(TxB Tx*8)
H:=Gradu= F-1¢LUnVV)
H

i
ig:= [ vedm €V

I odernur ¥

fsotVy V) := { A€LinVa,Vp),34%}

kog := for + 15 € V
kog:= fog + by

kfg

kg

K

Divergenz eines Feldes
Massenelement

in Eulerscher Darstellung

o= a o+ wix(re) - a) + 2w xQdvd) + !.x_ui.x:ia - nb”_

nicht-objektiven Anteil der
Beschleunigungs-Transformation

linearisierter Greenscher Tensor

Beobachterraum

kinetische Energie

Simultanraum

verlorene Kraft

spezifischen verlorenen Kraft
Materialfunktional
Deformationsgradient

Konfiguration des Kérperlementes in X
Ausgabefunktion der Konfiguration
Symmetriegruppe
Geschichtsfunktional

Gradient eines Feldes

Herstellung
Deformationsgeschichte
Verschiebungsgradient
Symmetrie-Halbgruppe

in intrinsischer Darstellung

Impuls

tdentische Abbildung einer Menge M
lineare invertierbare Abbildungen

Kraft

spezifische Kraft

Fernkraft

Nahkraft

Plazierungsklasse des Kbrpers

62
67

m

105
87
70,98
169
97

144
155
187

78

72
195
214
242

59

190
241

Natations-Index 271

Kx = Kaf, € ISO(TxB,Toxf)

Plazierung des Kérperelements in x 70
Kox := Koo € ISO(TxB.T, yoF) B [ ung des Kdrperel 77
. in Lagrangescher Darstellung 111
Iy spezifische Leistung 154, 160
Le(x, 8 := Agx, Leistung 139, 169

Laghe, 0 2= f, <kfy, vi>dm+ ], <mi,@¢> dm + [, <, Teldo)> [, <wg . Mg(do)>

aufieren Leistung 169

Lige,8) := [, <Tg » De>dV + f, <M , gred wg> dV innere od. Spannungsleistung 169
L:= gradv=F F' ¢ Lin(V,V) Geschwindigkeitsgradient 112
Lin(V1.Ve) :s { A:Vy— Vi|linear} lineare Abbildungen 15
m Material-Aquivalenzrelation 205
m, € R* Masse des Kérpers B 67
mg; = eop + dog € V Moment 144
me spezifisches freies Moment 155
mf Fernmoment 162
mag Nahmoment 162
M .Menge der herstellbaren Systeme 190, 196
M; € Lin(V,V) Momenten-Spannungs-Tensor 162
. M5 = (X.P.F) materielles System 188
normierte duBere Flichennormale 170

natirliche Zahlen 14

= K'MK* € Lin(Tx*B TyB) intrins. Momenten-Spannungs-Tensor 164

OrtiV) := {A ¢ AuttV)]A* A =1} orthogonale Gruppe N.m
Or(V,G) : = {A € AuttV)|A* G A = G} orthogonale Gruppe bez. G 26
rt*(V):= { A ¢ Ort(V)| detA=1} spezielle orthogonale Gruppe 26
[o,d] - Sym*(TxB,Tx*B) ProzeB 184,187
Nullprozefi 185

ProzeBklasse 186

relative Drehung der Beobachter 102

Ortsvektor 40, 78, 102

reelle Zahlen 14

'
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R := FU* € Ort*(\) Drehungs-Anteil der Deformation 80, 81
rot Rotation eines Feldes 62 griechische Formelsymbole:
sy := Tym € V (Kraft-) Spannungsvektor 170 a =L : P> F momentaner Beobachterwechsel 101
8:= K'TK* € Llin(Tx*B.TxB) intrinsischer (Kraft-} Sp gs-Tensor 164 B:T>C Bahn 97
S: 2 - Sym(Ty*B.TxB) Ausgabefunktion der Sp 9 195 ta:ds > 22 von A induzierte Zustandsraum-Bijektion 209
Skw(V,V* := { A € Lin(W.V*) | A = -A" } i ische lineare Abbildung 20 r Geschichtsklasse 241
A i= aly + a¥p +a% Spur eines Tensors A 18,21 L3 spezifische virtuelle Leistung 154
SymV,V*) := { A € Lin(V,V*)| A = A* } symmetrische lineare Abbildungen 19 Bl 2,-): W W virtuelle Leistung 141
Sym*(V.,V*) symm. pos.-definite lin. Abbildungen 19 L3 virtuelle Geschwindigkeit 140
3V Menge der virtuellen Geschwindigkeiten 140
eT Zeitpunkt 95 n:2Z,Pp) - 2 Zustands@bergangsfunktion 230
T, € LinV,V) {Kraft-) Spannungs-Tensor 162 0:P - Z natirliche Abb. der Aquivalenzrelation : 196
T = det(F) TF™ ¢ LinV,V) 1. Piola-Kirchhoff-Tensor 173 L Massentrégheitstensor 150
Tz get(F) F'T F* = F'T™ 2 Piofa-Kirchhoff-Tensor 173 u: B> F Plazierung 69
T Zeit 95 K B » £ Bezugsplazierung 77
TxB Tangentialraumin X an B 45 E:TxB >C Bewegung des Kérpers 107
Tx*B Kotangentialraumin X an 8 46 Egi= § K : B - F Bewegung des Karpers fiir Beobachter ¢ 107
T8 Tangentialbindel iber 8 51 )€ R Eigenwerte von B und ¢ 80
ANV alternierende multilineare s-Formen 29
uizr-r Verschiebungsvektor 78 u:Z P Auswahlfunktion 208
U := VC ¢ Sym*(V,V) rechter Streckungstensor 80,81 £: Co>TxP Beobachter 98
Unim(V):= { A € Lin(V,V)| [detA] =7 } unimodulare Gruppe 21 k: B> F Beobachterabbildung Q9
Unim*(V) := { A ¢ Linf(V,V) | detA=1} spezielle unimodulare Gruppe 21 5> M Bijektion 196
a: C»T Zeitpunktprojektion 97
vii=rg €V Geschwindigkeit bez. des Beobachtersg 100 o Bewegungklasse des Kérpers 133
V := VBe Sym* (V.V} linker Streckungstensor 81 Pusp Dichte in der Plazierung & 71
Pa Dichte in der Bezugsplazierung x, 78
wei= faxi(Q Q*) €V rel. Winkelgeschwindigkeit der Beob. X =k k' By - B Verriickung oder Deplazierung 77
@fts) = yoxi(L) = - $rozveV  Wirbelvektor 113
z€B; mat. Punkt in der Momentanplazierung Q:= HL- L") € SkwiV.V) Wirbeltensor 113
XeB materieller Punkt
Xo € By mat. Punkt in der Bezugsplazierung
andere Formelzeichen:
: Zustands-Aquivalenzrelation |
Z:= Plz Zustandsraum d Nabla 62
z2e¢2 2ustand > duale Oberschiebung, inneres Produkt 16

Beweisende 4
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zwischen Mengen: kartesisches Produkt
zwischen Vektoren: Kreuzprodukt
Tensarprodukt

dufleres Produkt

Stern- oder Hodgeoperator
hochgestellt: Dual oder Kodifferential
tiefgestellt: Differential

Spatprodukt

Translationsvektor von x nach y
inanderschaltung von P
Herstellungsrelation

16,

3

14
34,35
16

30

33
18,47
8
34

37
185
191

A

Abstand, rdumlicher
adjungiert

&hnliche Prozesse
Anderung

SuBere Algebra
$uBere Leistung
SuBeres Produkt
Almansischer Tensor
alternd

alternierende Muttilinearform
Anfangsbedingungen
Anfangsplazierung
Anfangszeitpunkt
Anfangszustand
antimetrischer Tensor
Arbeit

Atlas
A befunktion der K

£ 3

Register

Register

Ausgabefunktion der Spannung
Auswahlfunktion
Automorphismus

 axialer Vektor

 axiales Tragheitsmoment

‘Beobachterraum
 Beobachterwechset
Beschleunigung

D13.2

$11.26

D13.14

D131

At

Da2
D134
D134

D93
Das
D94
D9.4
A96
D9.5

114

169
30
82

200
29

256

132

132

194
20
139
43
195
195
208
16
34
150

97

50

98

98

101
100, 105
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Bewegung des Kérpers

fiir einen Beobachter
Bewegungsfunktional
Bewegungkiasse

fir einen Beobachter
Bezugs-Konfiguration
Bezugsptazierung
Bezugspunkt
Bezugssystem
Bindel

Euklidisches

C
Cauchy-Filter
Cauchy-Green-Tensor
Cauchysche Gleichung, 1.

2.
Cauchy-Stokesscher Zerlegungssatz
Cayley-Hamilton, Gleichung von
Christoffelsymbaole
Coriolisbeschleunigung

D
d'Alembert, Prinzip von
Dauer eines Prozesses
Deformationsgeschichte
Deformationsgradient
deformations-invariant
Deplazierung
Determinante
Determinanten-Regel
Determinismus

bei Zwangsbedingungen
Deviationsmoment
Dichte
Diffeomorphismus

D 10.1

D10.4

D4s

D164

§11.23
$11.29

511.10
D121
D17.1

A1.1,12.7
A18.2

107
108
134
133
134
83
77
40
41,95, 100
50
86

229
81
167
7m
112
22
63
105

147,159
184

241

78

135

77

21

34
139,187
250

150

Al

44

Differentiat
Differential-¢-Form
Differentialtyp, materielle Systeme vom
differenzierbare Mannigfaltigkeit
differenzierbare Struktur
Dimension
Divergenz
Drall
Drallsatz, globaler

lokaler
Drehimpuls
Drehung des Beobachters
Drehung des Translationsraumes
Drehungs-Anteil
Druck
Duale, duale Abbildung
Dualraum
dyadisches Produkt
dynamische GréBen
dynamisch maglich

E
Eigenvektor
Eigenwert
Einbettung
~ einfache Scherung
- Einfrierung
Einheiten
Elastizitit
Semi-
_Elimination der Spannungen
Endomorphismus
Energie, kinetische
des starren Kérpers
entlang einer Bewegung

uklidische Biindel

0103
$11.10,24
§11.18,23

D103

5,034

D117
A11.2

D71

D128
D16.13

$11.26

D93

172,227
18
16
16

140

20

20

69
89,113
185

259
188, 224, 247
238, 247
257

16

169

151

135

97

96
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Euklidische Mannigfaltigkeiten
Euklidischer Parallelismus
Euklidischer Raum

Euklidische Transformation
Euklidisch-invariant

Eulersche Darstellung

Eulersche Geschwindigkeitsformel
Eulersche Kreiselgleichung
Extra-Spannung

F
Faser
Fernwirkung
Filter

Nachbarschafts-
Flachenkonfigurations-Tensor
Fluid
Forminvarianz, Prinzip der
Fartsetzung eines Prozesses
Funktional-Matrix
Funktionskeime
FuBpunkt-Projektion

G
Galilei-Transformation
Gase
Gauflsche Basis
GauBscher Satz
Geschehensfunktion , lokale
globale
Geschichte, Deformations-
Geschichtsfunktional
Geschichtsklasse
Geschwindigkeit
virtuelle
Geschwindigkeitsgradient

Register

D33

D48

D16.1
D16.2

D15.15
$11.22

Das

D9.3
D15.15
5,D4.6

§5.2

D174
D17.3
D172

D95

55
56

101
126
m
hFa
151
252

50

161
228
228
82,172
221,226
166
185

49

44
50

106
221,226
45

65

1

118

24

242

241
100, 104
141

112

geschwindigkeitsunabhangig
gleichméBig stetig

lobal heh £

g ktion

Gradient

Gradientenbasis

Gradientenfeld

Gradientenvektorbasis

Grassmann-Algebra

Gravitation

Greenscher Tensar
linearisierter

Gruppe
spezielle lineare
spezielle orthogonale
Symmetrie-
orthagonale
unimodulare

H
Halbgruppe
Symmetrie-
Hauptinvariante
Hauptspannung
Haupttragheitsachse
Haupttrigheitsmoment
Henckyscher Tensor
herstellbar
Herstellung
Herstellungsprozefs
Herstellungssatz
Hodgeoperator

- homogene Bewegung

 Homdomorphismus
~ Hookesches Gesetz
hydrostatischer Druck

Register

D133
D163

S,D4.6

D15.1

D155

D15.1
D152

014.10,12
$12.12,5,017.4
St2.12
$12.12,5,017.4

195, 246
229

118

59

46

61

57

31

162, 180
82

87

210

21

26

214

26

21

210

1

Pl

m

150

150

82
207,208
190, 243
190
190, 243
33

258

43

226

172

279



280 Register
|
Impuls
Impulssatz, globater

lokaler
induzierte Bijektion der Zustandsraume
induzierte Z d Bijektion
Inkompressibi

inneres Pradukt

innere Variable

innere Zwangsbedingung

Integraltyp, materielles System vom

intrinsisch

isochor

Isometrie

isomorph, materiell

Isomarphismus
materieller

isotrop

isotrope Tensorfunktion

J

Jacobi-Matrix

K

Karte

Kartenwechsel

kinetischen Energie
des starren Kérpers

kleine Verformungen

Kodifferential

Kérper

Konfiguration

konjugiert

Kontinuums-Hypothese

konvektive Anderung

Koordinaten

D 10.2
$11.10, 24
$11.18,23

D 14,13
D,515.4

D18.1
D12.11

D143

D143
D15.13

D41

$11.26

A,DG6.1
D734

D4a

119
147,168
159, 167

209

213

252

23,25
247
250
189

74,111,116
20

36

203

15

203
220,224
225

49

43
43
169
151
87
47
67
72
174
67
114
43

Koordinaten, materielle
._,_, mitgeschleppte
bi Kotangentialraum
! kovariante Ableitung
kovariante Basis
g Kovektorfeld
Kraft
spezifische
spezifische verlorene

verlorene
Kraft-Spannungs-Tensor
intrinsischer
- Kraftspannungsvektor
1 Kreiselgleichung
KreisprozeB
Kreuzprodukt

D131

L
Lagrangesche Darstellung
Lamésche Konstante
Leistung

duBere

innere

Spannungs-

spezifische

spezifische virtuelle

virtuelle
Leistungsbitanz
lineare Abbildung
linearer Raum
linearisierter Greenscher Verzerrungstensor
linker Cauchy-Green-Tensar
tinker Streckungstensor
lokale Anderung
lokale Geschehensfunktion
lokale Massenbilanz
lokale Wirkung

A1l
$11.26
$11.26
$11.26

D113
$11.18,26

$11.14

1
226
139,157
169,173
169, 173,174
169,173,174
154
154
141,156
159,169
15
15
87
81
81
114
11
117
155




282 Register
g .
m-Aquivalenz D14.7
Mannigfaltigkeit D41
differenzierbare
Euklidische
Masse ADG.1
Massenbilanz
Massenelement AD6.1
Massenmittelpunkt
Massenstrom
Massentragheitstensor
Material D14.7
mit Geschichtsfunktional D17.3
Materiatfunktional A12.7
materiell somorph D143
materielle Koordinaten
materieller somarphismus D143
materieller Korper AD6.1
materieller Punkt ADG.1
materielles System D128
Metrik D 16.7
Metrikkoeffizient
itgeschleppte Koord
Moment D11.7
spezifisches freies
verlorenes
Momenten-Spannungs-Tensor
intrinsischer
Momentenspannungen
Motor
multilinear
N
Nabia
Nachbarschaft D16.2
Nahwirkung

natirliche Basis S,D4.6

205
43

55
67
17
67
149
119
150
205
242
187
203
74
203
67
67
188
230
24
86
144,157
185
157
162
164
170
122
29

62
229
161

natarliche Uniformitit, Topologie
Navier-Stokes-Fluid

Newtonsches Beobachtersystem
non-polar

Norm

normales Gehiet
Normalspannung

NullprozeB

o]
Oberflichenelement
objektiv
Objektivititshypothese
Objektivitit, Prinzip der materielien
Orientierung von A"V

einer Mannigfaltigkeit
arthogonat
Orthonarmalbasis
Ortsvektor

[
Parallelismus
Piola-Kirchhoff-Tensor
Plastizitat
Plazierung
Plazieru ngsklasse
polare Zerlegung
positiv-definiter Tensar
Prinzip der Forminvarianz
der lokalen Wirkung
der materiellen Objektivitat
der virtuellen Leistung
des Determinismus

bei Zwangsbedingungen
Reaktions-
Relativitats-

T —

Reygister

D16.9

D9.10
D11.28

A11.2
$11.20

D272
D72
$8.1

51122
$11.14
§11.20
$11.5,25
A11.1,12.7
A182
511.27

2N
189, 227
106

171

25

64

iral

185

65
126
140
163

32

52

26

25

56

173

198, 246
70

70

79

19

166

155

163
143,169
139,187
250

170

165

283




284

Prinzip von d’Alembert
in der Lagrangeschen Fassung
Produktbiindel
ProzeB
-Fortsetzung
-Segment
ProzeBklasse

Q

Quasimetrik

R
réumlicher Abstand
Randbedingungen
Rand einer Mannigfaltigkeit
Rand- und Anfangswertproblem
Raum, dualer

Euklidischer

linearer

uniformer

Zustands-
raumfest
Raum-Zeit-Kontinuum
Reaktionsprinzip
Reaktionsspannungen
rechter Cauchy-Green-Tensor
rechter Streckungstensor
Reiner-Riviin-Fluid
Relativbeschleunigung
Relativitatsprinzip
Relaxation
revertierbarer Proze
revertierbares materielles System
Reynoldssche Transporgleichung
Rotation

Register

$11.10
$11.10

D121

D122

D16.7

Da1

D33

D162
D131

D9.3
$11.27
A18.2

D16.13
D137
D13.12

147,159
148

51

184

185

185

186

230

97
256
43
256
16
40
15
229
194
99
97
170
250
81
81
189
105
165
235,238
198
200

114,119

62

S

Scherung, einfache
Schnitt eines Biindels
Schnittprinzip
Schubspannung
semi-elastisch’
simultan
Skalarfeld
Spannungsdeviator
Spannungs-Tensor
intrinsischer
Spannungs-Leistung
Spatprodukt
Spektral-Satz
spezielle lineare Gruppe
spezielle orthogonale Gruppe
mv:q
Stabilitat
starrer Kbrper
Starrkd| rperbewegungen
Starrkérpermodifikationen
invariant gegen
stationar
Sternoperator
Streckungstensor
substantielle Anderung
Symmetriegruppe
des Zustandes
Symmetrie-Halbgruppe
Symmetrie-Transformation
symmetrischer Tensor
System, materielles

Tangentenbasis
Tangentenvektor

89,113,258
Dasg 50
68

17

D16.13 238
97

51,60

172

162

164

$11.26 169
34

27

21

26

18

258

D 1111 149, 254
120, 149

123

135

114

33

8

114

D155 214
D15.12 219
D15.2 21
D152 211,242
19

D128 188

S,D4a6 46
D43 45,57
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Tangentenvektorbasis
Tangentialbindel
Tangentialraum
Teilgeschichte
Teilkorper
TeilprozeB
Tensor
Tensorfeld
Tensarprodukt
Tensor vom (p,q)-Typ
Tetrade
Thermodynamik
Trigheitsmoment
Translationsbeschleunigung
Translationsgruppe
transponierter Tensor
Transportgleichung
Tribologie
typische Faser

U

uberall

Uhr

Undehnbarkeit
uniformer Raum
Uniformitat
unimodular
unimodulare Gruppe

v

Varignons Momentenprinzip
Vektorbiindel

Vektorfeld

Vektorraum

Register

D43
D171
AD6.1

D31

D9.2

D16.2
D16.2

$11.8

57
51
45
24
67
185
15
52
16
22
23
247
150
105
37
27
114,119
257
51

118
95
253
229
228
21
21

145
51
52,61
15

Verfestigung
Verformungen, kleine
verlorene Kraft

Register

D11.7
verlorenes Moment D11.7
Verriickung

virtuelle
Verschiebungsgradient
Verschiebungsvektor
Verzerr hwindigkei 1sor
intrinsischer
Viskoelastizitst
Viskoplastizitat
Viskositatskonstante
vollstindig D 16.6
w
Wechsel der Bezugsplazierung
Winkelbeschleunigung
Wirbeltensor
Wirbelvektor
¥4
z-Aquivalenz D131
Zeit D9.1
Zeitditferenz
Zentripetalbeschleunigung
Zustand D13.1
_ Anfangs- D131
Zustandsraum D13.1
Zustandsiibergangsfunktion D16.8
Zwangsbedingung D18.1

198
87

144
77
14
79
78
13
116
246
246
227
229

105
113
113

194

95

97

108

194

.194

194

230
248, 250



Zum Thema Ingenieur-
wissenschaften
im B. L.-Wissenschaftsverlag

Eschenauer, H./W. Schnell
Elastizitiitstheorie I
Grundlagen, Scheiben und
Platten

Grundgleichungen der linearen
Elastizititstheorie, Ldsungsme-
thoden fir Scheibe und Platte.
277 Seiten. 2., iberarbeitete Auf-
lage 1986. Kartoniert.

Schnell, W./H. Esch
Elastizitiitstheorie II
Grundgleichungen der linearen
heorie, hiedene
Niherungstheorien, Membran-
theorie, Biegetheorie der Kreis-
zylinderschale und Theorie der
flachen Schalen.

269 Seiten. 1984. Kartoniert.

Qehal

Klefenz, G.

Die Regelung von Dampf-
kraftwerken

{Uberblick liber den derzeitigen
Stand der Kraftwerksregelung an
Hand von Regel- und SignalfluB-
plinen

240 Seiten. 3., iberarbeitete Auf-
lage. 1983.

Pestel, E.

Technische Mechanik

Band 1: Statik

Eine anschauliche Darstellung
der Statik mit zahlreichen durch-
gerechneten Beispielen sowie
Ubungsaufgaben mit Lésungen.
234 Seiten. 3., von Dr.-Ing. B.
Dirr ilberarbeitete Auflage 1988.
Band 3: Kinematik und Kinetik
Mathematisch transparente Dar-
stellung der Bewegungen von
Korpern in der Ebene und im
Raum.

411 Seiten. 2., vollig neu bearbei-
tete Auflage 1988 (ilberarbeitet
von Dr.-Ing. B. Dirr).

Pestel, E./J. Wittenburg
Technische Mechanik

Band 2: Festigkeitsiehre
Anschauliche und math isch
einfache Darstellung mit zahl-
reichen ausfishrlichen Rechen-
beispielen und Aufgaben mit
Losungen.

441 Seiten mit iiber 350 Abbil-
dungen. 1981.

Wissenschaftsverlag

Mannheim/Wien/Ziirich

]

-A0 20 &8
26, -



ach einer Auflistung der

benétigten mathematischen
Begriffe werden auf axiomati-
sche Weise die Grundlagen
der Kontinuumsmechanik:
(Deformationsgeonetrie, Kine-
matik, Dynamik, Spannurigs-
analyse) dargestelit. :
Nach den universellen Aus-

ISBN 3-411-14031-3

sagen wird eine allgemeine
Materialtheorie entwickeit, die
den Zugang zu einem wichtigen

und modernen Forschyngs-

gebiet bereiten soll. Fiir Leser
mit mathematischen Vorkennt-
nissen in Linearer Algebra,
Analysis und Differential-
geometrie.




