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Vorwort

Der vorliegende Text ist aus den Vorlesungen zur Technischen Mechanik hervorgegangen,
die der Autor in den letzten 20 Jahren an der Otto-von-Guericke-Universitit Magdeburg
gehalten hat. Sie umfassen einen 3- bis 4-semestrigen Grundkurs am Anfang der Ingenieur-
Ausbildung. Vielleicht konnen andere Lehrende und Lernende von den hier in all den Jahren
eingeflossenen Erfahrungen profitieren.

Der Kurs wurde begleitet von Ubungen in kleinen Gruppen. Der Stoff der Ubungen
(Aufgaben, Probleme, Beispiele, etc.) ist nicht in diesem Skript enthalten. Hier wird auf die
zahlreichen Aufgabensammlungen verwiesen, die unter Literatur aufgelistet sind.

Eine Formelsammlung des Autors kann an gleicher Stelle heruntergeladen werden.

Der Autor ist dankbar fiir alle Hinweise und Kommentare, die zu einer Verbesserung dieses
Skriptes fiihrten und hoffentlich auch weiterhin fithren werden. Insbesondere dankt er seinem
Meisterleser Arnold Krawietz, bei dem er einst selbst Mechanik lernen durfte.

Dies ist die Adresse, an die man Hinweise schicken kann:
albrecht.bertram@ovgu.de

Alle Angaben, insbesondere Materialkonstanten u.d. werden ohne Gewihr fiir Richtigkeit
gegeben.

A. Bertram
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Einleitung

Die Mechanik ist eine der éltesten Wissenschaften neben der Mathematik, Physik, Technik,
Medizin.

Die Technische Mechanik ist dem Inhalt nach ein Teilgebiet der Physik. Die Sprache der
Technischen Mechanik ist die Mathematik. Ihre Anwendungen (und damit ihre
Finanzierung) kommen aus der Technik.

LEONARDO DA VINCI: "Die Mechanik ist das Paradies der mathematischen Wis-
senschaften, weil man mit ihr zur Frucht des mathematischen Wissens gelangt."

GALILEL: ,,.Das Buch der Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben.*

Ziel der Physik ist es, die mechanischen Vorgéinge zu erkldren, die Zusammenhinge zu
erkennen, die Naturgesetze zu erforschen.

Die Technische Mechanik geht dariiber hinaus. Sie will mechanische Vorgénge berechenbar
machen. Dabei geht sie viele Kompromisse ein. Sie gibt sich hdufig mit groben
Abschitzungen zufrieden, sie vereinfacht stark. Sie versucht auch Vorginge berechenbar zu
machen, deren Physik noch nicht vollstindig bekannt ist. Deswegen werden wir es in vielen
Féllen mit einfachen Modellen zu tun bekommen, die die Wirklichkeit nur eingeschrankt
wiedergeben.

Einteilung der Mechanik

Geometrie Chronometrie Dynamik Statik
W -
Kinematik
T
Kinetik Festigkeitslehre
Praktisches Beispiel:

Balken auf zwei Stiitzen mit Gewicht

Statik: Berechnung der Krifte im Balken und in den Auflagern

Festigkeitslehre: Berechnung der Dehnungen, Spannungen, Durchbiegung, Energie,
Bruchsicherheit

Dynamik: Schwingungen des Balkens, Stof3verhalten

Geschichtliches

Die Mechanik ist eine der &ltesten Wissenschaften, die bereits im Altertum entstand
(Archimedes). Die Grundlagen der Mechanik wurden in der Renaissance (Galilei, Kepler,
Stevin) gelegt. Sie reifte im Barock (1600 - 1730) (Hooke, Newton, Leibniz), erfuhr ihre
Hochbliite im 18. Jahrhundert (Bernoulli, Euler, d'Alembert, Lagrange) und ihre vorldufige
Vollendung am Anfang des 19. Jahrhunderts (Cauchy, Navier, Hamilton). Im 20. Jahrhundert
bis heute wuchs sie dann eher in die Breite. Dennoch war fast alles, was wir in diesem Skript
behandeln, in der Mitte des 19. Jahrhunderts schon bekannt. Bis damals waren praktisch alle
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groen Mechaniker auch Physiker und Mathematiker. Danach erst entwickelte sich die
Technische Mechanik als eine eigenstiandige Disziplin.

Neue Impulse bekam die Mechanik in der Mitte des 20. Jahrhunderts durch die Mdoglich-
keiten, Probleme mit Computern numerisch zu lsen. Diese neuen Inhalte (z. B. die Finite
Elemente Methode) werden hier allerdings nicht behandelt.

Lebensdaten einiger bedeutender Mechaniker

Stevin, Simon 1548 - 1620
Galilei, Galileo 1564 - 1642
Kepler, Johannes 1571 - 1630
Guericke, Otto von 1602 - 1686
Hooke, Robert 1635 - 1703
Newton, Isaac 1643 - 1727
Leibniz, Gottfried W. 1646 - 1716
Bernoulli, mehrere etwa 1650 - 1800
Euler, Leonhard 1707 - 1783
d’Alembert, Jean le Rond 1717 - 1783
Lagrange, Joseph Louis 1736 - 1813
Coulomb, Charles Augustin 1736 - 1806
Saint-Venant, Barre de 1797 - 1886
Navier, Louis Marie Henri 1785 - 1836
Cauchy, Augustin Louis 1789 - 1857

Hamilton, William Rowan 1805 - 1865
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Liste der wichtigsten Bezeichnungen
Symbol Bezeichnung Dimension Einheit
A Flacheninhalt Lc'ingez m’
74 Flachengebiet
Linge m
a Beschleunigun -
SHis Zeit’ s
m’ kg
Aqg Arbeit der duBeren Lasten  Krafi x Linge J=Nm =W s=—75"Joule
s
m? g
A; Arbeit der Spannungen Kraft x Linge J=Nm =Ws=——7— Joule
s
d Drall Lc'inge2 x Masse mzkg
Zeit N
D Drillung Lénge” m’!
E Elastizititsmodul Kraf P Pascal
astizitdtsmo = — Pasca
1z U Fldche “ m?
e Spur der Dehnungsmatrix - -
e; kartesischer Basisvektor
f Frequenz Zeit” s
Kraft N
£ Flachenkraftdichte Pa=—
Fldche “ m?
M i Kraft N
f Massenkraftdichte —
Masse kg
) Masse x Linge kgm
F (Einzel-) Kraftvektor = N= —5— Newton
Zeit s
Linge m
g irdische Gravitationskonstante g2 —
Zeit s
) Masse x Linge kgm
Fg=G Gewichtskraft — N=—;
Zeit s
I Flachentriagheitsmomente Lénge’ m’
Linge’ x Masse m’k,
K kinetische Energie & > > £
Zeit K
[ Lénge Lange m Meter
. N Masse x Ldnge2 kg m?
L, Leistung der dufleren Lasten 3 W=—7— Watt
Zeit s
Masse k;
l, Leistungsdichte der dufleren Lasten — 3_g
Zeit” x Ldnge s m
. Masse x Ldnge2 kg m’
L; Spannungsleistung 3 W=—
Zeit s
k;
l; Dichte der Spannungsleistung % 3_g
Zeit” x Ldange s m
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LAGRANGE-Funktion

Massenmittelpunkt
Momentanpol
Moment

Masse

Streckenlast in Normalrichtung
Normalenvektor
Normalkraft

Nullvektor
raumfester Punkt

Druck
Impuls
Streckenlasten in Querrichtungen

Querkraft

Ortsvektor
Bogenlédnge

Spur der Spannungsmatrix

statisches Moment einer Flache
Periode
Zeit

Schubfluss

Potential der dulleren Kréfte
Verschiebungsvektor
Volumeninhalt
Volumengebiet

Geschwindigkeitsvektor

elastische Forménderungsenergie

Dichte der Forméinderungsenergie

Forméanderungs-Ergénzungsenergie

Dichte der Forminderungs-Ergdnzungsenergie

kartesische Koordinaten

13
Lc'inge2 x Masse m2kg
Zeit’ s’
Kraft x Linge Nm
Masse kg Kilogramm
Kraft N
Ldnge m
Masse x Linge kgm
2 N="—7
Zeit s
Krafi P Pascal
0 = — Pasca
Fléiche ¢ m’
Ldnge x Masse mkg
Zeit Ky
Kraft N
Linge m
Masse x Linge kgm
2 N=-3
Zeit s
Linge m
Linge m
Kraft
" /! Pa=—
Fldache m
Lc'inge3 m’
Zeit s
Zeit S Sekunde
Kraft N
Linge m
Kraft x Ldinge Nm
Linge m
Lc'ing63 m’
Linge m
Zeit s
Lc'inge2 x Masse mzkg
Zeit’ s’
Kraft N
Lc'inge2 m?
Lc'inge2 x Masse mzkg
Zeit’ s
Kraft N
Linoe? P
dnge m
Ldnge m
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Groflen am Balken

A

Y,z

u,v,w

{]V’ Qy’Qz} = {FN’ FQy: FQZ}
My, My, M} = {M,, My,, My}

in, qy, q-}

Querschnittsflicheninhalt
Balkenachsenkoordinate
Koordinaten in Querrichtung
Verschiebungskomponenten
Schnittkraft

Schnittmoment

Streckenlasten

griech. Alphabet (klein)

griech. Alphabet (gro3) | Bezeichnung

alpha

beta

gamma

delta

epsilon

zeta

eta

theta

jota

kappa

lambda

my

ny

xi

omikon
pi

rho

sigma

tau

ypsilon

phi

chi

psi

SRR PlclnjlapdPnlolxls | |~|%k i R |

Q[ [=NMYIIQu|Z|Z >N |NE | (Y| [~

omega
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a therm. Ausdehnungskoeffizient Temperatur”
14 Schubwinkel -
o Variation
£ Dehnung -
4 Torsionsdrehwinkel -
0 Temperatur Temperatur
Oy Massentragheitsmomente Masse x Linge’
K Kriimmung Lc'inge‘j
Y7, Reibungskoeffizient -
1% Querkontraktionszahl -
V4 3,14... -
Dicht Masse
P e Lc'inge3
g Kraft
o pannung Fliche
)y Summenzeichen
Schub Kraft
T chubspannung Fliche
Q' Koordinate
0] Winkelgeschwindigkeit, Kreisfrequenz Zeit”
® Winkelgeschwindigkeitsvektor Zeit!
Q Erreger-Kreisfrequenz Zeit”
Abkiirzungen
BZS Bezugssystem
Dgl. Differenzialgleichung
EV Eigenvektor
EW Eigenwert
HSA Hauptspannungsachsen
HTA Haupttragheitsachsen
HTM Haupttragheitsmoment
KOO(S) Koordinaten(system)
ONB Orthonormalbasis
= Gleichheit
= Definition
= Identifikation
~ ungefdhr gleich
= Entsprechung
+ bis
proportional

= 8

parallel
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Mathematische Propideutik I: Vektorrechnung

Motivation: Viele Groflen in der Mechanik werden durch Vektoren beschrieben, beispiels-
weise Krifte, Momente, Verschiebungen, Verdrehungen, Orte, Geschwindigkeiten,
u. v. a. m. Alle diese Vektorraume sind reell. Damit verstehen wir unter Skalar grundséitzlich
reelle Zahlen.

Definition: Ein (reeller) Vektorraum ist eine Menge, zwischen deren Elementen folgende
Verkniipfungen definiert sind fiir alle Vektore a, b, ¢ und alle Skalare o, 3 :

1.) eine Addition (oder Summe) mit folgenden Regeln:

atb =Db+a (kommutativ)
(a+b)+c=a+(b+ec) (assoziativ)

ato = a (Nullvektor)
at(-a) =o0 (Negativelement)

2.) eine Multiplikation mit einem Skalar (reelle Zahl) mit folgenden Regeln:

(apB)a =a(Pa) (assoziativ)
la=a (Einselement)
a(@a+tb) =aa+ab (distributiv)
(a+pB)a=aa+Pa (distributiv)

3.) ein Skalarprodukt mit folgenden Regeln:

a-b=D>b-a (kommutativ)
(aa)-b =oa(a-b) (assoziativ)
(a+tb)-c=(a-¢)+t(b-c¢) (distributiv)
a-a>(0 fira=o (positiv-definit)

Die geometrische Interpretation eines Vektors durch einen Pfeil ergibt fiir die Addition die
Parallelogrammregel:

und fiir die Multiplikation mit einem Skalar eine entsprechende Verldngerung der Lénge des
Pfeils und eine Umkehrung seines Richtungssinnes fiir negative Skalare.

Mit dem Skalarprodukt kann man den Betrag oder die Lange oder die Norm eines Vektors v
definieren als

|V| =v-v.

Ein Vektor von der Lénge / heiflt normiert. Dariiber hinaus definiert man den Winkel ¢
zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren v und w durch die Beziehung
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W 1
V-W=|VHW‘COS(0 mit 0< o< 7. :
v
V-W
= Q Zarccosw

Geometrische Deutung des Skalarproduktes: das | v | -fache der Projektion von w auf v.

Ist einer der beiden Vektoren ein normierter Vektor, so ist das Skalarprodukt die Projektion
des anderen Vektors in diese Richtung.

Ist der Winkel ein rechter, so sind die beiden Vektoren orthogonal zueinander, und das
Skalarprodukt zwischen ihnen Null.

Definition: Sind x;, x>, ..., Xy, N> 0, Vektoren und al,a?, ..., o reelle Zahlen, so
hei3t der Vektor

OLI X1+(12 X2+...+OLNXN

Linearkombination von x;,X,, ..., Xy.

Definition: Vektoren x;, X, , ..., Xy heillen linear unabhéngig, wenn der Nullvektor nur als
die triviale Linearkombination dargestellt werden kann:

0=0x;+0x,+..+0xy.
Andernfalls heiflen sie linear abhéngig.

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren eines Vektorraums ist dessen
Dimension.

Sind x;, X», ..., Xy linear unabhéngige Vektoren von der Anzahl der Dimension, so nennt
man sie Vektorbasis.

Satz: Ist {x;, X2, ... , Xy} eine Vektorbasis, so ldsst sich jeder Vektor v eindeutig darstellen
als Linearkombination der Basisvektoren

1 2
V=VvXtv xz+...+vaN.

Die Skalare V' heifien Komponenten des Vektors v beziiglich der Basis {X;, X, ..., Xy}.

Ist klar, auf welche Basis man sich bezieht, so stellt man Vektoren nur noch durch ihre
Komponenten beziiglich dieser Basis dar, also beispielsweise

12 N
v=0w,v,.,v).

Darstellung der Addition zweier Vektoren v= ("', v, ...,v") und w= W', w’, .., w")
beziiglich einer Basis:

vtw = (O +w vV Hwd )
Darstellung der Multiplikation eines Vektors v = (vl , Vv y e ,vN) mit einem Skalar o
beziiglich einer Basis:

av = (av] s av2, s avN).
Darstellung des Skalarproduktes zweier Vektoren v= (', ..., v )und w= ', ..., w")

beziiglich einer Basis

1.1 1.2 I _N
V-W=VWX;-X;tv wiXx;-Xo+..+tv w X;-Xy
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2 1 2 2 2. N
TVW XXtV WX XtttV W X Xy

N _ 1 N_2 N. N
TV W Xy-X; YV W Xy Xot LV W Xy - Xy

Eine Basis {e;, e,, ..., ey} heillit Orthonormalbasis (ONB), falls alle Basisvektoren unter-
einander orthogonal und normiert sind:

€-€ = 0 fir i #]
und ei-ej=1 ﬁiri=j.

Beziiglich einer ONB vereinfacht sich die Darstellung des Skalarprodukts zweier Vektoren
auf

1.1 2 2 N N
V-W=VvVWw Vv wt.+v w.

In dreidimensionalen Vektorrdumen fiihrt man das Vektor- oder Kreuzprodukt x zwischen
zweil Vektoren v und w ein mit den Regeln:

VXW = —WXV (alternierend, antikommutativ)
(Utv)xw = uxw+vxw (distributiv)
a(vxw) = (av)xw (assoziativ) 1
VXW
Dabei sollen v, w und v x w ein Rechtssystem bilden.
Der Ergebnisvektor steht orthogonal auf beiden Vektoren w
ve(vxw) = 0=w-:-(VxXWw). 7]

\%

Fiir den Winkel ¢ zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren v und w gilt die
Beziehung

‘vxw| = ‘v‘ |w| sin @ .

Die Lédnge des Ergebnisvektors entspricht der Fliche des von v und w aufgespannten
Parallelogramms. Demnach ist vxv = o.

Darstellung des Kreuzprodukts zweier Vektoren v = (v/, v, v') und w = (w/, w’, w’)
beziiglich einer Basis {x;}

2

vxw =0 w vV whx xx + (¥ w

1

—v3w2)X2><X3+(v3w —V1W3)X3XX1.

Benutzt man eine positiv-orientierte ONB {e; , e, , e;} , so gelten

e, Xe; = 0 €; Xer) = €3 e, Xe; = —6€
€r)Xe; = —e€3 e>)Xe)= 0 €)X e; = €;
€3 Xe; = € €3 X e = —¢€; €3 Xe; = 0

Wenn wir uns im Weiteren auf eine ONB beziehen, so soll diese immer positiv orientiert sein,
was man durch eine geeignete Nummerierung immer erreichen kann.

Darstellung des Kreuzprodukts zweier Vektoren v = (v/, v, v') und w = (w/, w’, w’)
beziiglich einer solchen ONB (Determinantenregel)

3 1 2

vxw = (0w v w)e + (0w v w) e+ (V! w =V wh) e;.

Fiir doppelte Kreuzprodukte gilt folgende Regel
ax(bxc)=b(a-¢) —c(a-b).
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Multipliziert man das Kreuzprodukt v x w skalar mit einem dritten Vektor u, so erhilt man
das Spatprodukt

[u,v,w] :=u-(vxw)
mit den Regeln (zyklisch: kommutativ, antizyklisch: antikommutativ)
[u,v,w]=[v,w,u] = [w,u,v]=—-[v,u,w|]=—-[w,v,u]l =—[u,w,vVv],
weshalb man das Kreuz- und Skalarprodukt vertauschen kann
u-(vxw)= (uxv)-w.

Das Spatprodukt entspricht in seiner absoluten Gro3e dem Volumeninhalt eines durch die drei
Vektoren aufgespannten Spates (Parallelepipeds). Das Vorzeichen entspricht der Orientierung
der drei Vektoren. Speziell gilt fiir eine positiv-orientierte ONB

le;,e>,e3] = 1.
Sind zwei Vektoren im Spatprodukt gleich oder auch nur parallel, so ist es Null
[u,v,u] = [v,u,u] = [u,u,v] = 0.

Darstellung des Spatprodukts dreier Vektoren uw = (u' , o’ , «’) , v=0"', v ,v) und
w= ', w’,w) beziiglich einer ONB (Determinantenregel)

[u,v,w] = (\/2w3—v3w2)u[+(v3w]—v]w3)u2 + (vlwz—vzwl)u3.
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Statik

Wir behandeln in dem ersten Teil statische Vorgidnge, bei denen die zeitliche Entwicklung
keine Rolle spielt. Im zweiten Teil werden wir dann auch zeitabhéngige Vorginge unter-
suchen. Zunéchst fiihren wir die grundlegenden Konzepte der Mechanik ein.

Zeit

In der klassischen Mechanik wird die Zeit durch die reelle Achse beschrieben, d. h. eine
reelle Zahl ¢ entspricht einem Zeitpunkt. Man macht sich dabei i. A. wenig Gedanken
dartiiber, wie man den Nullpunkt definiert, da wir meistens mit Zeitdifferenzen zu tun haben
werden, in die der Bezugszeitpunkt nicht eingeht. Die Differentiation einer zeitabhéngigen
Variablen bezeichnen wir mit einem hochgestellten Punkt, z. B. r®.

Die Zeiteinheit ist die Sekunde: s. Sie ist definiert als die Zeitspanne, in der die Resonanz-
strahlung des Césium-Atoms 9.192.631.770 mal schwingt.

Raum

Der uns umgebende Raum wird in der klassischen (nicht-relativistischen) Mechanik als
dreidimensionaler (ungekriimmter) EUKLIDischer Raum aufgefasst, in dem Langen und
Winkel gemessen werden konnen, und damit auch Flachen- und Volumeninhalte.

Die Léingeneinheit ist das Meter: m. Es ist definiert als die Strecke, die Licht im Vakuum
in einer 299.792.458tel Sekunde zuriicklegt.

Fiir die Beschreibung eines Punktes im Raum bieten sich mehrere Moglichkeiten an:
1.) durch Koordinaten
man fiihrt ein dreidimensionales Koordinatensystem (KOOS) ein, z. B.

a) kartesische Koordinaten: hierbei stehen die Achsen aufeinander senkrecht und sind
gleich skaliert. Meist wéhlt man sie so, dass sie ein Rechtssystem bilden. Jeder Punkt wird
durch drei Zahlen x, y, z, von der Dimension Lénge eindeutig beschrieben.

Kartesische KOOSe sind rechtwinklig und geradlinig.
b) Zylinderkoordinaten

Ein Punkt wird durch die Angabe von drei Zahlen r, ¢, z beschrieben, worin » der Abstand
von der z—Achse, z die Hohe iiber der Grundfliche und ¢ der eingezeichnete Winkel im
Bogenmal in der Grundflache ist, wobei ¢ zwischen 0 und 27 liegt.
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Achtung: bestimmte Raumpunkte haben keine eindeutige Darstellung in Zylinderkoordinaten
und miissen ausgenommen werden. Dies gilt beispielsweise fiir Punkte mit »=0 .

Zylinderkoordinaten sind rechtwinklig und krummlinig.
Fiir die Umrechnung in kartesische KOO gelten die Beziehungen
r=\/2+y2 (p=arctan1 z =z
X
X = rcos @ y =rsin @ z =z
die aber auch nicht eindeutig sind.

Daneben kann man beliebige weitere Koordinatensysteme definieren, die auch krummlinig
und schiefwinklig sein konnen. Oft ist es von Vorteil, problemangepasste KOOS zu
verwenden.

2) durch Ortsvektoren

Man wihlt sich einen Bezugspunkt O und verbindet ihn mit dem Raumpunkt P durch einen
Vektor, den Ortsvektor

rp = 5P =xg tyg t+zg;.
Es gilt dann fiir drei beliebige Raumpunkte O, P, O die Parallelogrammregel
OP = 00 + QP .

Den Ortsvektor stellt man nach Wahl der Vektorbasis durch seine Komponenten dar.

Wihlt man speziell eine Orthonormalbasis {e; , e> , e3}, so kann man die Komponenten
gleichzeitig als kartesische Koordinaten auffassen, weswegen eine solche Basis auch
manchmal kartesisch genannt wird. Das Zusammenfallen von Koordinaten und Komponenten
ist aber nur bei geradlinigen Koordinatensystemen mdglich, weswegen man prinzipiell
zwischen Komponenten und Koordinaten unterscheiden sollte.

Korper

In der Mechanik schneidet man (gedanklich) zusammenhéngende materielle Teilgebiete aus
dem Universum heraus und bezeichnet sie als Kérper. Dieser Separationsprozess ist
notwendig, da man unmoglich das gesamte Universum analysieren kann und es auch i. A.
nicht will, da man sich nur fiir das Verhalten eines Stabes, eines Maschinenteils, eines
Bauwerks oder auch eines Himmelskdrpers usw. interessiert.

Die Elemente eines Korpers heilen materielle Punkte oder Korperpunkte. Jeder
materielle Punkt X nimmt zu jedem Zeitpunkt ¢ genau einen Raumpunkt ein, den man durch
seinen Ortsvektor

r(X,?
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beschreiben kann. Umgekehrt soll jeder Raumpunkt zu einem Zeitpunkt auch nur durch einen
materiellen Punkt besetzt sein.

Jeder Korper besitzt eine Masse, die in der klassischen Mechanik als zeitlich konstant
angenommen wird (Massenerhaltung). Mathematisch wird die Masse eines Korpers
angegeben durch eine positive reelle Zahl mit der Einheit Kilogramm: kg. Dies ist eingefiihrt
durch eine Referenzmasse im Internationalen Biiro fiir Mafle und Gewichte in Sévres bei
Paris.

Im Allgemeinen sind alle Korper deformierbar. Sie knnen gasformig, fliissig oder fest
oder auch Mischungen sein. In unserem Kurs werden wir uns hauptsidchlich mit festen
Korpern beschéftigen, obwohl viele der Aussagen auch fiir Fluide gelten. Dabei sind in vielen
Féllen die Deformationen so klein, dass wir sie fiir viele Zwecke vernachlédssigen kénnen und
von starren Korpern ausgehen.

Definition: Wir bezeichnen einen Korper als starr, wenn der rdumliche Abstand zweier
(beliebiger) Korperpunkte zeitlich konstant ist.

Mathematisch konnen wir dies mit den Ortsvektoren folgendermallen prizisieren: sind X und
Y zwei Korperpunkte, so ist

|r(X,t)—r(Y,t)|

zeitlich konstant.

Bewegungen von starren Korpern werden wir gegen Ende unseres Kurses in der Kinematik
untersuchen. In der Statik hingegen werden wir uns zunéchst mit ruhenden starren Korpern
befassen. Ein Korper ist in Ruhe, wenn fiir alle Korperpunkte X der Ortsvektor r(X , ?)
zeitunabhéngig ist.

Krifte

Da zwischen den verschiedenen Teilen der Welt Wechselwirkungen bestehen, miissen wir
diese beim Herausschneiden eines Korpers durch mechanisch dquivalente physikalische
GroBen ersetzen, die Schnittgrofien.

Die fundamentale Annahme, dass sich ein Korper unter den aufgebrachten SchnittgroBen
genauso verhilt wie als Teil des Universums, wird Schnittprinzip genannt und wird von dem
englischen Naturphilosophen FRANCIS BACON (1561-1626) bereits um 1600 aus
gesprochen: ,Man muss die Natur zerschneiden“. Spiter wurde es u. a. von EULER'
prézisiert. Das korrekte Anwenden dieses Schnittprinzips ist die Grundlage aller mechani-
schen Betrachtungen.

Die SchnittgroBen am Korper heilen Krifte. Dabei wird eine Kraft durch folgende
Eigenschaften gekennzeichnet:

e ihre Grof3e, bestimmt durch eine Zahl mit der Dimension [Masse X L:'inge/Zeitz] und der
Einheit Newton”: N : = kg m s~°

¢ ihre Richtung einschlielich Richtungssinn im Raum
e ihren Angriffspunkt am Korper (wobei wir uns zundchst auf starre Korper beschrinken).

Die mathematische Beschreibung einer Kraft kann durch einen 3-dimensionalen Vektor F
(lat. fortia) in Richtung der Kraft und von der Lénge proportional zu ihrer Grof3e, sowie der

' Leonhard Euler (1707 - 1783)
? Isaac Newton (1643 - 1727)
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Angabe ihres Angriffspunktes als Korperpunkt X oder durch dessen Ortsvektor r(X)
erfolgen, also
Kraft: (F, r(X)).

Eine Gerade durch den Angriffspunkt in Richtung von F heiflt Wirkungslinie der Kraft.
Wegen des vektoriellen Charakters von Kriften konnen wir jede Kraft als Linear-
kombinationen von ihren Komponenten mit identischem Kraftangriffspunkt darstellen.

Wir konnen aber auch umgekehrt mehrere Kréfte mit gemeinsamen Kraftangriffspunkt
(Zentralkraftsystem) durch deren vektorielle Summe, die resultierende Kraft, ersetzen:

(Fi, r(X)) + (F2, r(X)) = (Fi+F2, r(X)).

Eine Menge von Kriften, die auf einen Korper wirken, bezeichnet man als Kraftsystem
oder Kriftegruppe. Man kann sie darstellen

e graphisch

Oft schreibt man an den Kraftvektor eine Zahl, deren Absolutwert der Grofe der Kraft
entspricht und positiv ist, wenn der Richtungssinn des Kraftvektors demjenigen des gezeich-
neten Vektors entspricht, und sonst negativ.

e vektoriell als Liste von Kraftvektoren und den zugehdrigen Ortsvektoren zu Kraftangriffs-
punkten

{(F[, 1'1), (Fz, rz), ey (FK, I'K)} .

Momente

Definition: Sei X ein Punkt mit Ortsvektor ry und {F, r} eine Kraft, so heifit der Vektor
My := (r—-ry xF
das Moment der Kraft beziiglich des Bezugspunkts (Drehpunkts) X .

Die Dimension des Moments ist Kraft x Linge, seine Einheit: N m .
Wihlt man Bezugspunkt des KOOS und Drehpunkt identisch, so gilt kiirzer
MO =rxF.

Momente bezliglich eines Bezugspunktes sind also Vektoren und konnen demgeméf addiert
oder komponentenméBig zerlegt werden.

Geometrische Deutung: das Moment einer Kraft hat den Betrag
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|My|=|F|L L

0] Iy X

worin L der senkrechte Abstand von X und der Wirkungslinie Kraft ist, genannt Hebelarm.

Das Moment steht senkrecht auf der durch r — ry und F aufgespannten Ebene. Die drei
Vektoren r —ry, F, My bilden ein Rechtssystem.

In der graphischen Darstellung wird zwischen Kraft- und Momentenvektoren manchmal
unterschieden, indem man fiir Momente Doppelpfeile malt.

—p
Steht der Momentenvektor senkrecht auf der Zeichenebene, so verwendet man einen
gekriimmten Pfeil, um den Richtungssinn anzugeben
<

nach oben: \) nach unten:

Folgerungen

1) Ist der Kraftvektor ein Nullvektor, so auch das Moment dieser Kraft beziiglich aller
Bezugspunkte.

2) Das Moment einer Kraft beziiglich ihres Angriffspunktes als Bezugspunkt ist ebenfalls
Null.

3) Das Moment einer Kraft ist fiir alle Bezugspunkte Null, die auf der Wirkungslinie des
Kraftvektors liegen.

4) Umgekehrt: das Moment beziiglich eines Punktes, der nicht auf der Wirkungslinie der
Kraft liegt, ist genau dann verschieden von Null, falls der Kraftvektor verschieden von
Null ist.

5) Verschiebt man den Angriffspunkt einer Kraft entlang ihrer Wirkungslinie, so édndert sich
ithr Moment bez. aller Bezugspunkte nicht.

6) Verschiebt man den Bezugspunkt des Momentes einer Kraft parallel zu ihrer Wirkungs-
linie, so dndert sich das Moment nicht.

VARIGNONS® Momentenprinzip
Ist My das Moment einer Kraft (F, r) beziiglich X und My dasjenige derselben Kraft
beziiglich Y, so gilt

My = My + YX xF.
Dabei heif3it YXxF Versetzungsmoment.

Beweis: Ist P der Angrlffspunkt der Kraft F,so gllt fiir deren Moment bezughch Y
My—YPXF (YX+XP)><F—YX><F+XP><F YXxF + My.

3 Pierre Varignon (1654 - 1722)
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Will man zwei Momente zu einem (vektoriell) zusammenfassen, so muss man sie ggf. erst
durch Hinzufiigen des Versetzungsmoments auf einen gemeinsamen Bezugspunkt trans-
formieren.

Kraftereduktion

Da die Krifte, die an einem Korper angreifen, oft sehr zahlreich sind, ist man daran
interessiert, diese durch dquivalente Kraftsysteme mit moglichst wenig Kriften zu reduzieren.
Dazu dient die folgende Aquivalenz-Relation.

Definition: Zwei Kraftsysteme

{(Fr, 1)), (F2,12), ..., (Fx,re)} und  {(E;, 1)), (B2, 12), ..., (Eur, £}
heiBen (statisch) dquivalent, falls die folgenden beiden Aquivalenz-Bedingungen erfiillt sind:
(KA) die Summen der Kraftvektoren sind gleich

Fr := F/+F+..+Fx = F;+F.+ .. F,

(MA) die Summen der Momente der Krifte beziiglich eines beliebigen Punktes X sind gleich

K M

Mgy : = [(ri—ry) xF;] = [(xi—rx) x E;] =: Mgy.

i=1 i=1

Man zeigt, dass die M-Aquivalenz dann auch beziiglich aller anderen Bezugspunkte gilt.

Der in (MA) stehende Ausdruck Mgy heiBit resultierendes Moment des Kraftsystems
beziiglich X . Dagegen definiert der Ausdruck in (KA) noch nicht eine resultierende Kraft, da
nichts iiber ihren Angriffspunkt ausgesagt wurde.

Man benutzt die Aquivalenz von Kraftsystemen, um gegebene Kraftsysteme zu reduzieren
auf moglichst wenige Kréfte, im Idealfall auf nur eine einzige (was aber, wie wir sehen
werden, nicht immer gelingt).

Definition: Die resultierende Kraft eines Kraftsystems
{(F]: r])’ (F27 r2)9 EETE (FK: rK)}

ist diejenige Kraft
(Fr, rr),
die zu dem Kraftsystem dquivalent ist, d. h.
K
(KA4) Fr=> F
i=1
.. K
(MA) (rg—ry) x Fg = Mgy = Z [(r; —ry) x F;] bez. X beliebig.

i=1

Ebene Kraftsysteme sind solche, bei denen alle Kréfte und Kraftangriffspunkte in einer
Ebene liegen. Wihlen wir eine ONB so, dass e, und e, in dieser Ebene liegen und e,
senkrecht darauf steht, so sind

F, = FiyectFye, ri=xietye,

und resultierend
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K K
Fr :FRxex+FRyey:(z Fix)ex+(z Fiy)ey
i=1 i=]
sowie

K K
Mzo = Z rixF; = z (x; ex T yiey) X (Fiy e, t Fiy ey)

i=1 i=1

K
= > (iFy-yiFue..
i=1
Die z—Komponenten aller Kréfte sind Null, die x— und y—Komponenten aller Momente sind
Null, d. h. der resultierende Kraftvektor liegt in der Ebene, das resultierende Moment steht
senkrecht auf ihr.

Beispiel: Sind die Angriffspunkte aller Kréfte eines Kraftsystems

{(FI s I'X) > (FZa I'X) 5 eee s (FK, I'X)}

identisch, so handelt es sich um ein Zentralkraftsystem. Es gilt
K

FR:z Fi:

i=1

die wir in demselben Punkt angreifen lassen: (Fg, ry).
Damit ist die M-Aquivalenz automatisch erfiillt.

Im ebenen Fall kann man manchmal (wenn sie nicht parallel sind) durch Verschieben der
Krifte entlang ihrer Wirkungslinie ein Zentralkraftsystem erzeugen.

Ist My =0, so konnen wir rg = ry wihlen. Ist dagegen Mry # 0, so bendtigen wir auch
eine von Null verschiedene Kraft Fz. Um in diesem Fall ein geeignetes rz zu bestimmen,
multiplizieren wir Gleichung (MA)

(I'R — I'X) X FR = MRX
skalar mit Fp
(rr—ry) x Fr- Fp= Mgy - Fr,

was nach den Regeln des Spatprodukts Null ist, weshalb Mzyx und Fr bei ebenen Problemen

aufeinander senkrecht stehen miissen. Dann muss (rz — ry) auch auf Mgy senkrecht stehen
und sich darstellen lassen als

rr—Ty = ﬂFRXMRX‘i‘/JFR

mit zwei Skalaren A und . Setzt man dies in Gleichung (MA) ein, so findet man als Losung
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A =1/Fr-Fp und 1 beliebig.

Beispiel: Ein Kriftepaar ist ein Kraftsystem von der Form

{(Fa r])a (_Fa rZ)} .
Dann gilt
FR =0

und

Mzro = r; xF+r; x (-F)

= (r;—-ry)xF.

In diesem speziellen Fall ist das resultierende Moment unabhidngig vom Bezugspunkt,
weswegen man von einem freien Moment spricht.

Es existiert also nicht zu jedem Kraftsystem eine resultierende Kraft, die auch die Momenten-
dquivalenz befriedigt.

Ersetzt man in einem Kraftsystem vorhandene Kriftepaare durch deren freie Momente, so
erhélt man ein dquivalentes Lastsystem.

Beispiel: Das folgende Kraftsystem enthélt ein Kriftepaar:
{(F,r;),(-F,r,), (F3,r;3)} ist dquivalent zu {(F3, r3), M (wie oben)} .

Wihrend der resultierende Kraftvektor als Vektorsumme leicht berechnet werden kann, ist
die Bestimmung ihres Angriffpunktes aus der Bedingung der Momenteniquivalenz (MA)
also etwas miihsamer, wenn nicht gar unmdglich. Die Reduktion eines beliebigen Kraft-
systems auf eine resultierende Kraft ist also nicht immer mdglich. Die Reduktion auf eine
resultierende Kraft und ein freies Moment ist hingegen immer moglich.

Definition: Sei {(F;, r;), (F>, r2), ..., (Fx, rg)} ein Kraftsystem und X ein Raumpunkt.
Dann heifit das Paar aus einer Kraft und einem freien Moment {(Fg, rz) , M} (Aquivalentes)
resultierendes Lastsystem, falls gelten

K

Fr = F; resultierender Kraftvektor
i=1

K
M + rpx Fp = Z r; x F; M : freies Moment

i=1

Man beachte, dass die beiden Gleichungen nicht ausreichen, um die drei Vektoren Fp, rz
und M eindeutig zu bestimmen. Bestimmt man

1.) durch die erste Gleichung den Kraftvektor Fg, so kann man
2.) deren Angriffspunkt ry frei wihlen. Die Momentendquivalenz wird dann

3.) durch die Bestimmung von M mit der zweiten Gleichung fiir jede Wahl von rg
sichergestellt

K
M = > rixF —rzxFz.

i=1
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Gleichgewichtssysteme

Definition: Ein Kraftsystem {(F,, r;), ..., (Fx, rx)} heilit Gleichgewichtssystem, falls die
Gleichgewichtsbedingungen gelten

(KG) Fr = F,=o0 Kraftegleichgewicht

K
(MG) Mgy = Z (ri—-ry)xF;, = o0 Momentengleichgewicht bez. X beliebig.

Da das Versetzungsmoment wegen des Kriftegleichgewichts auch Null ist, gilt die zweite
Bedingung fiir jeden Bezugspunkt, falls sie fiir einen gilt.

Satz: Ist {(Fr, rg) , M} resultierendes Lastsystem eines Kraftsystem, so ist dieses genau
dann ein Gleichgewichtssystem, falls gelten

(KG) Fr =0 Kriftegleichgewicht
(MG) M=o Momentengleichgewicht

Man kann die Gleichgewichtsbedingungen auch &dquivalent durch zwei Momenten-
gleichgewichtsbedingungen formulieren

K
(ri—-ry)xF;, = o Momentengleichgewicht bez. X beliebig.

i=1
=1

|
=}

Z (ri—ry) xF; = Momentengleichgewicht bez. ¥ beliebig

falls die Bezugspunkte so gewihlt sind, dass ry— ry nicht parallel zu Fy liegt.

Im allgemeinen rdumlichen Fall sind die Gleichgewichtsbedingungen 2 x 3 = 6 skalare
Gleichungen

(1) Fpy = Fix+Fox+ .+ Fe = 0

2) Fry = Fry+Fy+ . +Fg =0

3) Fr, = F,+Fp+ .. +Fg, =0

“4) Mrxx = 0

(5) Mgry, = 0

(6) Mgrx: = 0

Fiir ebene Kraftsysteme verbleiben nur 3 nicht-triviale Gleichgewichtsbedingungen:
(1) Fre = FixtFoxt o+ Fge = 0

2) Fry = Fry+Fy+ . +Fg =0

3) Mgpx: = 0

Auch im ebenen Fall ist es manchmal praktischer, nur eine der Gleichungen (1) und (2) zu
benutzen, aber dafiir zwei Momentengleichgewichte wie (3) beziiglich unterschiedlicher
Bezugspunkte auszuwerten.
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Kraftsysteme, die an starren Kdrpern angreifen, bewirken im Allgemeinen, dass sich der
Bewegungszustand des Korpers dndert. Dies soll im Abschnitt Kinetik spéter genauer
untersucht werden. Wir wollen aber vorerst nur Korper betrachten, die sich in Ruhelagen
befinden (Statik). Sie bleiben in Ruhe, wenn das angreifende Kraftsystem keine von Null
verschiedene resultierende Kraft und resultierendes Moment besitzen. In diesem Abschnitt ist
dies eine axiomatische Annahme. Spiter werden wir sehen, dass es sich um Spezialfille der
Impuls- und Drallbilanz handelt, die ebenfalls axiomatisch eingefiihrt werden.

Axiom: Bei einem Korper, der sich in Ruhe befindet, ist das Kraft-/ Lastsystem ein
Gleichgewichtssystem.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht: Auch bewegte Systeme konnen sich im
Gleichgewicht befinden.
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Mathematische Propideutik II: Gebietsintegrale

Wir wissen aus der Mathematik, dass das bestimmte Integral einer reellwertigen Funktion
f(x) in einem Intervall [a, b] im RIEMANNschen Sinne als Grenzwert einer Ndherungs-
summe iiber n Teilintervalle Ax; mit Zwischenstelle & definiert wird und den Fléchen-
inhalt unter der Kurve angibt

FIP = lim Zﬂ@m—Ime

n — o j=]
Ax— 0

Das Ergibnis ist eine reelle Zahl ist, die nicht mehr von x abhéingt.

T S(x)
S(&)

\

I

a Ax; & b X

Sind die Funktion und die Grenzen von einer zweiten Variablen y abhingig

b(v)
P = [ feom s,

a(y)

so lautet die Ableitung des Integrals nach dieser zweiten Variablen

b(y) Y0) ar(
I = | ”g”d+%”ﬂwmm—()mww
Y a(y) a(y) ¥

Speziell erhalten wir fiir die Ableitung eines Integrals nach seiner oberen Grenze den Wert
des Integranden an der oberen Grenze

d v
e [ f@)ydx = f(y).
v %

Das unbestimmte Integral ist dagegen so definiert, dass sich die Stammfunktion
F(x):= | fx)dx

als Umkehrung der Differentiation

dF AF(x,A
fw = L gy, AT
dx Ax—0 Ax

ergibt. Es gilt der Zusammenhang
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b
[ fx)dx = F(b)— F(a)
a

fiir alle a, b aus dem Definitionsbereich von f.

Dieser Integral-Begriff soll nun ins Ein-, Zwei- und Dreidimensionale verallgemeinert
werden.

Linienintegrale

Sei . eine Linie im Raum, die mit einer Koordinate x parametrisiert wurde, die zwischen

x, und x, lauft. Sei f(x) eine reellwertige Funktion, die auf " definiert ist. Um das Linien-
integral zu definieren, bendtigen wir die Bogenldnge s . Sei

ds = as dx = Il(x) dx
dx
das Linien- oder Bogenelement ausgedriickt in x durch das Differenzial.
Beispiel: Sei
2 1 1
x =5 firs>0 = dx = 2sds < ds = — dx = —=dx

und somit I(x) = I

Hx
Seien As; Abschnitte mit Zwischenstellen & . Dann heif3t
n So Xo
FA) = [ fds = lim X fl&) s =] fl9yds = | flx)Ix)dx
L n—>0 l:] s X
As;—0 u u
Linienintegral von f iiber 2. Dies ist unabhéngig von der Parametrisierung.

Speziell ist fiir f=1

xO
S = [ds= [ Ix)dx
S X,
die Bogenliange von 7.
Umgekehrt erhdlt man
AF (s, A
) = tim 24D
As—0 A8

als Grenzwert an einer Stelle x .
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Flichenintegrale

Wir betrachten ein Flachenstiick .27 im Raum, wie beispielsweise die Oberflache eines
Korpers oder einen Teil derselben.

Da .7 ein zweidimensionales Gebiet ist, konnen wir in .27 ein Koordinatensystem {x, y}
einfithren, so dass jeder Punkt in .27 eindeutig durch die Angabe seiner beiden Koordinaten
beschrieben wird. Eine Moglichkeit fiir die Parametrisierung ist die Projektion in die
x—y—Ebene (linke Zeichnung). Wenn das KOOS geeignet gewéhlt wird, sollte dies bereichs-
weise immer moglich sein.

z A /_\ M f“ -

y y (& m)
/ n /Al o
> X .
KOO-Projektion &i x A4;

Am einfachsten ist es, wenn die Oberfldche (bereichsweise) eben ist. Wenn wir das anneh-
men, kann man das KOOS so legen, dass .27 in der x—y—Ebene liegt (rechte Zeichnung). Ist
dann f(x,y) eine auf .o/ definierte Funktion, die jedem Punkt (x,y) € .27 im KOO-Raum
eine Zahl zuordnet, so konnen wir diese als Hohe liber dem KOO-Bereich auftragen. Um den
RIEMANNSschen Integralbegriff auf derartige Funktionen zu verallgemeinern, teilen wir o7

in n Teilflichen mit Flacheninhalt 4A4; auf und wéhlen in jeder von ihnen einen Zwischen-
punkt (&, n;). Das Produkt f(&;, 1) AA4; lésst sich geometrisch deuten als Volumeninhalt
des Rechteck-Prismas mit der Hohe f(&;, 7;) und der Querschnittsfliche A44;. Wir summie-
ren nun iiber alle Teilflichen AA4; und erhalten die Ndherungssumme

n
XSG, i) Ad;.
i=1
Das bestimmte Integral wird wieder als deren Grenzwert eingefiihrt

n
F(2) = | fix,y)d4 := lim X f(&, n)A4;.
v 240

Fiir ebene Flachenstiicke o7 hat F(2/) demnach die geometrische Deutung des Volumens
zwischen .27 und einer Flache im Abstand f{(x, y) iiber .27
Speziell ist fiir f= 1

A() = | dA

o
der Flicheninhalt von .27,
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Umgekehrt erhdlt man f(x, y) als den Grenzwert

F(AA)
S, )= lim
A4—0 A4

2

wenn man A4 auf seinen Konvergenzpunkt (x,y) zusammenzieht.

Zur konkreten Berechnung von Oberfldchenintegralen fiihrt man sie auf die zweimalige
Integration im Eindimensionalen zuriick. Dazu stellt man das Flichenelement dA in den
Flachenkoordinaten x und y dar, was allgemein als

dA = a(x,y)dxdy
moglich ist.

Dieselbe Methode zur Flachenintegration funktioniert auch fiir gekriimmte Oberflichen
(was aber hier nicht abgeleitet werden soll).

Beispiel: kartesisches KOOS. Sei {x , y , z} ein kartesisches Koordinatensystem und .o/
ein rechteckiges ebenes Flichenstiick in der x-y—Ebene. Dann haben die Punkte von .27 die

Koordinaten {x,y, 0} mit x,<x<x, und y, <y<y,.Das Flichenelement ist

dA = dxdy also a(x,y)=1.
A
y
Yo
oL
Yu
> X
Xy Xo

Beispiel Zylinderkoordinaten: Sei .2/ dic Mantelflache eines Kreis-Zylinders der Hohe H
und Radius R . Durch Benutzung von Zylinderkoordinaten sind die Punkte von .27 darstell-
barals {R, ¢,z} mit 0 <@ <2z und 0 < z <H . Das Flichenelement ist

dA=Rdpdz
(also a(R, ¢,z)=R).

Die Deckfldache desselben Zylinders ist darstellbar durch {r, ¢, H} mit 0 <r<R und 0< ¢
< 27 und das Flachenelement als

dA = rdedr
(also a(r, p)=r).

f y1 x() Xo(y)
Yo X
) v %) 177
YA —— A
Yu . # Vu_ ____:\_‘_L.,.:i'i_.
:x %X
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Man kann nun das Flachenintegral als Doppelintegral iiber x und y dadurch bestimmen,
dass man erst {iber die eine und dann iiber die andere Koordinate integriert. Das Ergebnis ist
zwar unabhingig von der Integrationsreihenfolge, die Integrationsgrenzen jedoch nicht.
Integriert man beispielsweise erst iber dx und dann liber dy , so hidngen die Grenzen der
ersten Integration i. A. noch von y ab, also

Yo Xo(¥)
R = | [ fee,y)a(x,y)dxdy.
Yu X,(y)

Dabei wird folgendermallen verfahren:

Im 1. Integrationsschritt integriert man f(x, y) a(x, y) iiber dx, d. h. man behandelt y wie
eine Konstante. Danach setzt man x,(y) als obere Grenze ein und subtrahiert davon die
Funktion an der unteren Grenze x,(y) . In dem Ergebnis dieser ersten Integration taucht nun
x als Variable nicht mehr auf. Dagegen hingt es von y nicht nur wegen der Abhédngigkeit
von f und a ab, sondern zusdtzlich wegen der eingesetzten Integrationsgrenzen x,(y) und

Xo(y) -

Im 2. Integrationsschritt integrieren wir iiber y und setzen deren Grenzen y, bzw. y, ein.
Das Ergebnis hiangt nun weder von x noch von y ab, sondern ist der feste Wert F(27) .

Eine Umkehrung der Integrationsreihenfolge liefert denselben Wert als

Xo  YVo(x)
Fey =] [ flx,y)a(x,y)dydx,
X, V()

aber mit einer anderen Darstellung der Grenzen. Man wihlt die Integrationsreihenfolge
zweckmaifBigerweise so, dass sich die Grenzen besonders einfach darstellen.

Mit der beschriebenen Methode haben wir prinzipiell Flachenintegrale als Doppelintegrale
auf zweimalige Einfachintegrationen zuriickgefiihrt.

Beispiel: kartesische KOOS

Wenn das Integrationsgebiet rechteckig ist, wird die Darstellung der Grenzen besonders
einfach:

Yo Xo Yo Vo
Fery =1 [ fopdedy = | | foeydyr.
Yu Xy Xu Vu

Komplizierter wire es, wenn wir z. B. iiber eine Kreisscheibe mit Radius R integrieren
miissten. Legen wir das KOOS in deren Mittelpunkt, so gilt fiir die Randpunkte x” +y” = R’.
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Damit erhilt man

R +\/R2—y2
F2) = | SCx,y) dx dy
R [p2 )2

oder andersherum
R +R?-x?
Fery=1[ [ fapdydr.
R _[p2_ 2

Fiir dieses Problem ist die Benutzung von Polarkoordinaten {r, ¢} mdglicherweise einfacher.
Dazu stellen wir den Integranden als Funktion f(», @) dar und integrieren als

2r R
) = [ | fir,@rdrdy
0 0
oder umgekehrt
R 2rx

) = [ for,@rdedr.
0 0

In allen Féllen ist das Ergebnis identisch.

Volumenintegrale

Oft miissen wir in der Mechanik {iber Volumengebiete integrieren, beispielsweise iliber eine
Funktion f(x,y,z), die im Innern eines Korpers definiert ist. Sei 7" ein Volumengebiet im
Raum, das wir durch ein dreidimensionales KOOS {x , y , z} parametrisieren konnen. Wir
teilen 7  nun wieder in n Teilgebiete mit Volumina AV; ein mit Zwischenpunkten

{&, n;, ¢} und definieren das bestimmte Integral von f(x,y,z) lber 7 als Grenzwert

n
F(%:J.f(xayaz)dl/: llm Zf(é:lanlagl)éﬂ/l
v n—owo j=]
AV;— 0
Speziell ist fiir /= 1

W7y := [ dv
v

der Volumeninhalt von 7.
Die Umkehrung ist wiederum der Grenzwert

F(AV
f(x ,y s Z) = llm ( )
-0 WV

wenn man AV auf seinen Konvergenzpunkt (x,y,z) zusammenzieht.

Die praktische Ausfiihrung der Integration besteht nun wieder in den Schritten
1.) Wahl geeigneter KOO und Darstellung des Volumenelementes in ihnen
dV =v(x,y,z) dxdydz
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2.) Wahl einer Integrationsreihenfolge und Darstellung der Integrationsgrenzen beziiglich
dieser Reihenfolge, z. B.

Zo Yo(z) Xo(02)
F7) =] | [ fe,y,2) v(x,y,z) dxdydz
z,  Yu(z) x,002)

3.) Dreimalige Integration mit je Einsetzen der Grenzen.

Man fiihrt also ein Volumenintegral als Dreifachintegral im Prinzip auf die dreimalige
Integration im Eindimensionalen zuriick.

Beispiel: kartesische KOO

Hier ist die Darstellung des Volumenelementes besonders einfach als
dV = dxdydz

(also v(x,y,z)=1).

Beispiel: Zylinderkoordinaten

Hier ist das Volumenelement
dV=rdrdpdz

(also W(r, ¢,z) = r).

Alle diese Integrale haben folgende wichtige Eigenschaften:
e Die Integrationsreihenfolge ist beliebig.
e Das Ergebnis hingt nicht vom KOOS ab.

e Sie sind linear, also beispielsweise gilt fiir alle reellen « und alle Funktionen f und g in
v

[ fy,2) +agkx,y,2]dV = | f,y,2)dV +af gx,y,z)dV
v v 4

e Sie sind beziiglich disjunkter Gebiete additiv, also beispielsweise

[ fe,y.2)dV = [ fx,y,2)dV + | flx,y,2)dV.
%% % %

e Man kann fiir Locher, Aussparungen etc. auch negative Gebiete einfiihren.
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Ubersicht iiber Gebietsintegrale

Linienintegral
FO) = [f0ds = tim 3 fE A= [ 1) ds
7 ALV;:))BO "~ u
_dF _ F(AL)
O =g = m AL

Fir f=1 ist F() die Bogenldnge von _~.

Fliachenintegral
n Xo

FZ) = | fe,n)dd = lim Y, f(& m)adi = |

o n—wo ;| X,

AAZ_>0

dF F(A4
Jxy) = ——= lim (44)

d4  p4—0 A4

Fir f=1 ist F(&/) der Flicheninhalt von .&7.

Volumenintegral
n
F7) =1 fy,2dV = lim X f(& n, )4
V n—>o j=]
AV;— 0
Zp  Yo(@) Xo(n2)
=0 [ f&y.2) v(x,,2) dxdydz
Zy Yu@ x(z)
dF Feary
f&,y,2) = —— = lim (&)
v w0 A

Fir f=1 ist F(?) der Volumeninhalt von 7.

)/o(x)
[ Sy ax,y) dydx
J/u(x)

37
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Integration iiber Vektorfelder

Waihrend wir uns bisher nur mit Mehrfachintegralen liber Skalarfelder f(x, y, z) befasst
haben, bendtigt man in der Mechanik hiufig Integrale tiber Vektorfelder.

Von einem Vektorfeld in einem Gebiet spricht man, wenn jedem Punkt dieses Gebietes ein
Vektor zugeordnet wird. Dabei kann das Gebiet eine Linie (1-dimensional), eine Fliche
(2-dimensional) oder ein Volumengebiet (3-dimensional) sein. In jedem Fall ist die zu
integrierende Funktion f(x , y, z), die von 1, 2 oder 3 KOO abhingt, vektorwertig. Durch
Wahl einer festen Vektorbasis {e;} kann f aber in jedem Punkt durch seine Komponenten-

darstellung beziiglich {g;}

f=f161+f262+f3€3

dargestellt werden, worin f* (x , y , z) Skalarfelder sind und wieder von 1, 2, bzw. 3 KOO
abhéngen. Da Integrale aber additiv sind, und die Basis nicht von den Integrationsvariablen
abhingt, konnen wir grundsétzlich die Integration von Vektorfeldern auf die Integration der
skalaren Komponentenfelder zuriickfiihren:

e als Linienintegral

F£) = fds= | fidse,+ | fodse;+ | fidses = Fi(£)= | fids
L L L L £

e als Oberflichenintegral

F()= | fdAd= | fidde,+ | fodde;+ | fidde; = Fi(¥) = | fidA
% % % % %

e als Volumenintegral

F(7) =1 fdV = | fidVe,+[ fodVe+| fidVe; = Fi(¥)= | fidV
Va Va Va Va v

fiir i = 1, 2, 3. Die vor den Basisvektoren stehenden Ausdriicke sind bestimmte (Mehrfach-)
Integrale iiber skalare Felder, also reelle Zahlen, die die Komponenten des Ergebnisvektors
beziiglich der Vektorbasis sind.

Massendichte

Jeder Korper besitzt eine (positive) Masse mit der Einheit kg . Man weil} aus Erfahrung,
dass die Masse additiv ist: Teilt man einen Korper in beliebige Teilkorper auf, so ist seine
Masse gleich der Summe der Massen der Teilkorper.

Betrachten wir nun eine Folge von Teilvolumina AV eines Korpers mit der Masse Am
deren Volumen sich auf einen Konvergenzpunkt X zusammenzieht, so ist
= d_m = l‘ A_m

v g AV
die (Massen-) Dichte mit der Dimension [Masse/Volumen] und der Einheit kg/m’. Sie bildet
ein positives Skalarfeld im Innern eines jeden Korpers. Die Umkehrung dieses Grenzwert-
prozesses ist die Integration

m(7) = [ pdb,
v

p(

die wieder die Gesamtmasse liefert. Man nennt das Differential
dm := pdV
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Massenelement.

Ist speziell die Dichte p konstant in 7 so gilt einfacher

m?)=1[ pdV =p [ dV=pV.
v Ve

Im Allgemeinen jedoch gibt der Quotient

lediglich die mittlere Dichte in 7 an.

Dichte fiir einige ausgewihlte Materialien bei Raumtemperatur in g/em’ = 1000 kg/m’

Aluminium 2,7
Eisen 7,9
Kupfer 89
Glas 2,6
Eichenholz 0,9
Buchenholz 0,7
Tannenholz 0,5
Marmor 2,7
Wassereis bei 0°C 0,917

39
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Kraftsysteme

Man fiihrt die Krifte als diejenigen physikalischen Groflen ein, die die Wirkung der
Umgebung auf den herausgeschnittenen Korper ausmachen (Schnittprinzip). Dabei gibt es
grundsitzlich zwei Moglichkeiten der Einwirkung: entweder iiber die Oberfldche des Korpers
oder iiber die Masse im Inneren des Korpers. Mathematisch unterscheidet man zwischen
Punktlasten und Linien-, Flichen- und Volumen-verteilten Kriften.

Streckenlasten

In vielen Féllen kann man dreidimensionale Korper durch eindimensionale Strukturen
(Seile, Stdbe, Balken, usw.) idealisieren. Krifte (Gewichts- und Oberflichenkréfte) fasst man
zu einer resultierenden Strecken- oder Linienlast (pro Lingeneinheit) mit der Einheit N/m
zusammen, die an der Systemlinie angreift.

Ist x die Langskoordinate der Struktur und s(x) deren Bogenlédnge, so ergibt sich aus der
Streckenlast f(x) der resultierende Kraftvektor

F- [ fod- [ f@imd o £0=% - im (45)
o =0 ds As—0 A4S
und das resultieren Moment
L
Mo = [ ro(s) xf5(s)ds = | ro(x)x £3(x) I(x) dx
L x=0

bezogen auf denselben Punkt wie der Ortsvektor. Beide Gleichungen lassen sich wieder auf je
drei skalare Gleichungen zuriickfiihren, indem man Komponentendarstellungen beziiglich
einer Vektorbasis wihlt. Dabei fithrt man 1.) das Kreuzprodukt aus, zerlegt 2.) die Integrale in
drei Richtungen und 3.) integriert diese einzeln.

Wihlt man eine ONB {e;} , so lassen sich die Komponenten der resultierenden Kraft

F = [ f(x) Ix) dx
L

und des resultierenden Momentes

Mor = [ [ries(x) f2(06) = rieax) f %51 (0] 1) dlx.
L

bestimmen. Bei geraden Strukturen unter ebenen Belastungen bleibt hierin bei geeigneter
KOOS-Wahl als einzige von Null verschiedene Komponente

Mo: = | x [°ux) I(x) dx.
L

Wir werden spéter sehen, dass dies dem Flachenmittelpunkt entspricht, in dem die
Resultierende aus der Streckenlast angreift.
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Oberflichenkriafte

oder Kontaktkrifte sind diejenigen Krifte, die durch Kontakt auf die Oberflache einwirken.
Beispiele sind:

e Reibungskrifte
e Luft- oder Fliissigkeits-Druckkrifte
o StoBkrifte zwischen Korpern
e Lagerkrifte zwischen Korper und Unterlage.
Ist AF? die Kraft, die auf einem Oberflichenteil mit Flicheninhalt A4 und Konvergenz-
punkt X wirkt, so ist

., dF AR
') = "— = Iim —
d4 Ad—0 44
die Fldchenkraftdichte mit der Dimension [Kraft/Fliche] und der Einheit

Pascal: Pa = N/m’. Umgekehrt gilt
(o) = | 1(X)d4

o/
fiir den in .7 resultierend angreifenden Kraftvektor.

Das Moment der Oberflachenkraft ist

Mo = [ ro(X)x f4(X) d4,
k74

was fiir jede Oberflachenkraftdichte neu zu bestimmen ist.

Wihlt man eine ONB {e;} , so lassen sich die Komponenten des resultierenden Kraftvektors
geméif

FAI' = ffAi(X)dA
K74

und des Momentes

Moi = | [riiX) f2(X) = riva(X) f10(X)] dA

o
bestimmen.
Beispiel: NEWTONsches Luftwiderstandsgesetz

Fiir in der Luft bewegte Korper wie Fahrzeuge liefert folgender Ansatz eine Abschitzung des
Luftwiderstandes als resultierender Kraft:

F! = —Yewp As|v] v
mit Cy Widerstandsbeiwert (formabhingig)
Yo, Luftdichte
A Hauptspantfldche
v relativer Geschwindigkeitsvektor.

Man beachte, dass der Luftwiderstand quadratisch, also nichtlinear mit der Geschwindigkeit
wichst.
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Volumenkrafte

sind diejenigen Krifte, die im Inneren eines Korpers wirken. Beispiele sind Gewichtskréfte
oder magnetische Anziehungskrifte.

Ist AF” die Kraft, die auf einem Volumenteil mit Volumen A¥ und Konvergenzpunkt X
wirkt, so ist

dic Volumenkraftdichte mit der Dimension [Kraft/Volumen] und der Einheit N/m’.
Umgekehrt gilt

() =] f'wdr
v

fiir den in 7 resultierend angreifenden Kraftvektor.

Das Moment der Volumenkraft ist

Mo = | o) x () dv.
v

Gravitation

Neben der magnetischen Anziehung bestimmter Materialien ist die Massenanziehung oder
Gravitation das wichtigste Beispiel einer Massenkraft. Nach dem NEWTONschen
Gravitationsgesetz (1686) ziehen sich zwei beliebige Massen m; und m, im Abstand
(ihrer Mittelpunkte) » mit einer Zentralkraft der GrofB3e

mj r mj

FG:Fm]mZ @ o

7’2

an, worin
I ~ 6,67390 10" Nm’ kg™’

die universelle Gravitationskonstante ist, die bereits 1798 von CAVENDISH* experimen-
tell bestimmt wurde. Ein &hnliches Kraftgesetz erhdlt man fiir die elektrische und die
magnetische Anziehung. Es gilt allerdings nur, wenn der Abstand grof3 im Vergleich zu den
Abmessungen der beiden Korper ist.

Schneiden wir einen Korper aus dem Universum heraus, so iiben prinzipiell alle Massen des
Universums nach diesem Gesetz eine Anziehungskraft auf ihn aus. Wegen des reziproken
Abstandsquadrates klingen die Anziehungskréfte mit wachsender Entfernung aber schnell ab,
so dass entfernte Massen praktisch nur beriicksichtigt werden miissen, wenn sie sehr grof3
sind. So werden Gegenstinde (Korper) unseres irdischen Daseins hauptsdchlich von der Erde
angezogen. Es folgt dann fiir die Gravitationskraft auf ein Massenelement dm  des
angezogenen Korpers

* Henry Cavendish (1731 - 1810)
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dFg = I
T (Re+hf R

E

fiir # << Rg, die senkrecht auf den Ermittelpunkt hin wirkt. Der resultierende Kraftvektor der
Gravitationskraft auf den gesamten Korper ist

FG(W)ZJ eLdFc = [ gdm =] gpdV = | geidm

v Va v v
mit
dm Massenelement des Korpers
Mg Erdmasse
Rg mittlerer Erdradius
h Hohe des Korpers iiber Erdnullniveau
g:= [ Mg ! Mg irdische Gravitationskonstante
(Rp +h) Rg’
el lotrechter Einheitsvektor.
g(x,y,z) = gel Gravitationsfeld (Kraft pro Masse)

Sind g und e, anndhernd konstant im Kd&rpergebiet, so gilt einfacher

Fo=mge|

Die Bezeichnung Erdbeschleunigung fiir g resultiert daraus, dass ein Korper allein unter der
Erdanziehung (,.freier Fall“) nach dem NEWTONschen Gesetz die Beschleunigung in der
Groe von g erfahrt. g st fiir den Normort Sevres bei Paris experimentell auf
g= 980665 ms’ ~ 98] ms”’ festgesetzt und weicht damit etwas von dem obigen
theoretischen Wert ab.

Als spezifisches Gewicht (Wichte) definiert man (analog zur Massendichte)

yi=8pP,
so dass

Fa(7) = | gelpdV= | yeldV.
v v

Es empfiehlt sich aber, die Gravitationskraft als Kraft/Masse und nicht als Kraft/Volumen
einzufiihren, da sich das Volumen dauernd dndern kann, wihrend die Masse konstant ist.

Fiir manche mechanischen Vorginge auf der Erde spielt auch noch die Anziehungskraft des
Mondes eine Rolle, wie z. B. fiir die Gezeiten der Weltmeere.

Um den Angriffspunkt der resultierenden Gewichtskraft eines Korpers zu bestimmen,
berechnen wir das Moment des Gewichtskraftfeldes beziiglich eines beliebig gewihlten
Bezugspunktes O

Mo = | rxgdm =[ rxge,dmn = rsxFg.
v 14

Lisst sich diese Gleichung nach einem rg auflosen, so liegt dies auf der Wirkungslinie der
resultierende Gewichtskraft (Fg, ry) .
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Falls e} im Korpergebiet konstant ist, so gilt

Mp =] rgdm x e, = rsxFge, = Fgrsxey,.
v

Diese Gleichung ist fiir e} beliebig erfiillt, falls

rS:ZL [ rgdm
G 7

gilt, wodurch der Schwerpunkt des Korpers gekennzeichnet ist. Dieser ist jedoch im
Allg. nicht korperfest.

Kann auch g im Korpergebiet als konstant angesehen werden, so kann man es heraus-
kiirzen und erhélt

was den Massenmittelpunkt des Korpers definiert. Dieser ist fiir starre Korper korperfest
und nur von der Massengeometrie des Korpers abhdngig. Er ist der Angriffspunkt der
resultierenden Kraft eines jeden konstanten Massenkraftfeldes.

Hiervon unterschieden werden muss der Volumenmittelpunkt

ijrdV

ry .=
V.y

der beispielsweise mit dem Massenmittelpunkt zusammenfallt, wenn die Dichte konstant ist.

Komponentenweise ergibt dies fiir kartesische KOO in drei Richtungen die entkoppelten
Gleichungen

rg L= [ xigpdV, i=1273
v

S

i 1= [ xipdV, =123
m .y

7"Vi3:i IX,'dV, i=12 3.
v

Satz: Kann das Gravitationsfeld g im Koérpergebiet als konstant angenommen werden, so
fallt der Schwerpunkt mit dem Massenmittelpunkt zusammen

rs=ry
und die GrofSe der Schwerkraft ist
Fe=mg

und wirkt in lotrechter Richtung.

Folgende Eigenschaften des Massenmittelpunktes sind sehr hilfreich bei dessen Bestimmung.

Satz: Besitzt ein Korper eine Symmetrie-Achse oder -Ebene beziiglich seiner Form und seiner
Massenverteilung, so liegt der Massenmittelpunkt auf dieser.
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Denn aus obiger Gleichung folgt

de El dm

[ x;dm = 0. — M x
v

Da man jedes Integral liber ein Gebiet nach einer Gebietszerlegung als Summe der Integrale
iiber die Teilgebiete auffassen kann, gilt

Satz: Ist ein Korper aus N Teilkorpern mit den Massen m; und den Massenmittelpunkten
ry; zusammengesetzt, so gilt fiir dessen Massenmittelpunkt

1N ) N
— m[- rM[' l’l’llt m = Z m,- .
m - i=1

ry =

Denn jeder Teilkorpermittelpunkt ist

rvi =— [ rdm

und der Gesamtmittelpunkt

N N
a i=l ¥ i=1
oder fiir die £-te Komponente
N
vk = — Z m; I"Ml'k.
m =y

Analog gilt fiir den Volumenmittelpunkt
1 N . N
ry=— X Vi, mt V=73x7T.
V o iz] i=1
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Komplexe Kraftsysteme

Wir wollen einen starren Korper betrachten, der durch folgende Lasten belastet wird:

Finzelkrifte: F;,r),(Fo,r), ..., (Fkx,rg) K>0
freie Momente: M;, M, .., M, L=>0
Volumenkraft: £/(r)

Oberflachenkraft: f4(r) .

Ist einer der Indizes Null, so soll keine entsprechenden Kraft vorhanden sein. Wir nennen
{(Fr, 11, (F2,12), ., (F, 1) s My, Mz, o, M () 5 £4(0)}
ein komplexes Kraftsystem. Auch hier soll versucht werden, das System zu reduzieren.

Eine Einzelkraft (Fr, rg) ist (statisch) dquivalent zu dem komplexen Kraftsystem, falls
gelten

(KA) Kraftiquivalenz

Fr=F +F+.+F+| f'r)yar+ | t'r)da
V4 o

(MA) Momenteniiquivalenz bez. Bezugspunkt O :
I‘RXFR = l']XF] + l‘2><F2+...+ l‘KXFK+M1 + M2+...+ ML

+1 rxf'(r)dV + | rxfi(r)dd.
v of

Wir haben bereits gesehen, dass eine dquivalente Einzelkraft zu einem Kraftsystem nicht
immer existieren muss.

Wir konnen jedoch immer ein dquivalentes Lastsystem {(Fz, rz) , M} finden mit rg
beliebig gewahlt, so dass

(KA) wie oben
(MA) M+ rpxFr = r;xF;+ roxFy+ .+ rgxFg+M; + M+ ...+ M,

+1 rxf'(r)ydV + [ rxfi(r)d4.
v k74

Um eine solche Reduktion durchzufiihren, kann man schrittweise vorgehen:
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1. Schritt: Man ersetzt die Volumenkraft bereichsweise durch ein dquivalentes System von
Einzelkréiften

'y = (F, "), ®5, "), @, ), P20
wie auch die Oberflachenkraft
)} = {F, '), Fhr'), . (Fl, ')}, 020,
2. Schritt: Man bestimmt das zu
{(F;,r),(Fo,r)), ..., (Fx,rg) ; M;, M3, ... , My ;
E ") E® ), F e ) (B ) (B ), L (FY, o)
dquivalente Lastsystem {(Fg, rz), M} geméil
Fr=F +F,+.+Fc+F,+F+..+Fp +F + Fh+ ..+ FY
rr kann frei gewdhlt werden
M= rxF+ rnxF,+.+rxFc+t M; + M, +...+ M,
+ rVI X FV1 + rVgx FV2 +...+ erx FVp
+ 'y xFY + ryx FY + L+ rox Y
— rrx Fr.

Wirkt beispielsweise als Massenkraft nur die Gravitation, so kdnnen wir sie ersetzen durch
die im Schwerpunkt angreifende Gewichtskraft

{#7,(r) x5} = {gev,rs} = {(F'),r")} = {(Fo,rs)} .
Setzt sich der Korper aus Teilkdrpern zusammen, deren Gewichtskrifte (Fg; , rs; ), ...,
(Fgy , rsp) leicht zu ermitteln sind, so kann man natiirlich auch diese nehmen

{(FG1 , I'sy ) 5 eees (FGn , I'Sn)} .

Analog kann man fiir die Oberflachenkrifte die Oberfliche in Teiloberflichen zerlegen, fiir
die man die resultierende Kraft leichter bestimmen kann, und diese erst danach zusammen-
fassen.

Reaktionsprinzip

ISAAK NEWTON formulierte 1686 in seinen Philosophiae naturalis principia
mathematica in drei Gesetzen oder Axiomen die Basis der klassischen Mechanik. Das dritte
Gesetz

actio = reactio

wird Reaktions- oder Gegenwirkungsprinzip genannt und besagt, dass die resultierende
Kraft eines Korpers .27 auf einen anderen %, F(2/— % ), derjenigen des Korpers %4 auf
o, F(# — ) , entgegengesetzt und von gleicher GroBe ist:

F(&/> #) = —-F(¥% —> ).

Im Rahmen der hier angelegten Systematik ist das Reaktionsprinzip eine Folge anderer
Annahmen, die wir an den Anfang gestellt haben. Dies soll nun gezeigt werden.

Nach dem Schnittprinzip und unseren Erkenntnissen liber dquivalente Lastsysteme ldsst sich
die Wirkung des Restuniversums auf einen Korper % zu einem Zeitpunkt resultierend durch
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eine Kraft und ein Moment beziiglich eines Bezugspunktes ausdriicken. Betrachten wir der
Einfachheit halber zundchst nur die Kréfte.

Vorausgesetzt wird die Additivitit der Wirkungen fiir drei disjunkte Korper o7, 4, ¢

(1) F&-> o)+ F£>%)=F<E->A0H)

und umgekehrt

) F—> )+ F(FP>¢)=FXuHb—>7E).

Speziell {ibt das Restuniversum % auf einen freigeschnittenen Korper die Kraft
F(X\H%—>H).

Ist der Korper im Gleichgewicht, so ist sie Null.
Zerlegen wir nun 4= €U 2 in zwei disjunkte Teilkorper € und : €N =J.

F(%\ % — 9) F(z\%— &)
F(&— 2)
N\ N
9 F9—->7¢) ¢

Die vom Universum auf diese beiden Korper ausgeiibten Kréfte sind im Gleichgewicht
@) o=Fu\€->¢€)=F(w\#—><€)+ FIZ->E)
@) o =F 2\9D>9)=Fw\H—>Z)+ F£>T).
Addition der Gleichungen ergibt
o=Fuw\b-><)+ F(X\HF>TD)+ FIZ—><¢)+ F<£—> D)

(1) =F(w\HBB—>€€ VD) + FI—>7E)+ FE>D)

=F( U \B—>H)+ FI—>E)+ FE>D)

=0+ FZIZ—>7¢)+ F<E>D)

und damit das

Reaktionsprinzip fiir Krifte: F( Y- ¢)=-F<&—> D)

Eine vollig analoge Schlussweise ergibt das

Reaktionsprinzip fiir Momente: Mop(D—> €)= -Mp(€—> D)

Bei obiger Schlussweise wurde Gleichgewicht vorausgesetzt. Sie kann jedoch unter
Benutzung der Bewegungsgleichungen anstelle der Gleichgewichtsbedingungen in analoger
Weise gefolgert werden, wie im Rahmen der Kinetik gezeigt wird, und gilt damit auch fiir
Korper im Nichtgleichgewicht.

Das gezeigte Reaktionsprinzip gilt fiir die aus Oberfldchen- und Massenkriften resultie-
rende Kraft. Um zu zeigen, dass es auch fiir jeden Anteil fiir sich gilt, betrachten wir einen
Korper von der Form einer schmalen Scheibe (z.B. eine Miinze).
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Die resultierende Gleichgewichtskraft
Fr=F,+F,+Fy+ Fzs =0
auf diesen Korper setzt sich zusammen aus
e den Oberflichenkriften
F; auf obere Fliache
F, auf untere Flache
Fu auf Mantelflache
e und der Massenkraft Fg.

F;

Fu

F; F¢

Wihlt man die Dicke der Scheibe hinreichend klein, so tendieren F;,, und Fg nach Null, und
aus der Gleichgewichtsbedingung folgt als Grenzwert
F;=-F,,

das Reaktionsprinzip fiir Oberflichenkrdfte. Danach sind die Oberflichenkréfte an komple-
mentdren Schnittflichen entgegengesetzt und von gleicher Gréfe. Dasselbe gilt auch fiir die
resultierenden Momente aus den Oberflachenkréften.

Gilt das Reaktionsprinzip sowohl fiir die Gesamtkraft als auch fiir die Oberflichenkraft
zwischen Korpern, so folgt aus der Differenz seine Giiltigkeit auch fiir die Massenkréfte
zwischen Korpern.

Alle diese Uberlegungen lassen sich analog fiir die Momente zwischen zwei Korpern
anstellen.

Wir fassen zusammen:

Reaktionsprinzip. Ubt ein Kérper £  auf einen anderen Korper Z eine Kraft aus, so iibt 2
ebenfalls eine Kraft auf ¢ aus

. von identischer Art (Kontaktkraft oder Massenkraft)

o identischer Grofe

. identischer Richtung

o identischer Wirkungslinie

. aber entgegengesetztem Richtungssinn.

Analoges gilt fiir Momente.

Damit heben sich in einem Korper, den man sich aus Teilkorpern zusammengesetzt denkt,
alle inneren Krdfte und Momente gegenseitig auf.
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Standardproblem der Statik

Das Standardproblem der Statik ist folgendes: Ein in bestimmter Weise gelagerter Korper
ist belastet. Gesucht sind die unbekannten Krifte derart, dass sie die Gleichgewichts-
bedingungen erfiillen.

Die Lagerung eines Korpers besteht darin, dass fiir bestimmte Korperpunkte bestimmte
Bewegungsanteile (z.B. Verschiebungs- oder Verdrehungskomponenten) konstruktiv unter-
bunden sind. Wird der Korper belastet, so treten dort, wo Bewegungsanteile unterbunden
sind, Krifte und Momente auf, die als Lagerkrifte, Reaktionskrifte oder (Auf-)
Lagerreaktionen bezeichnet werden.

Im Gegensatz dazu werden die ibrigen auf den Korper einwirkenden Krifte als
eingeprigte Kriifte bezeichnet. Hierzu zéhlt insbesondere die Gewichtskraft des Korpers
selbst wie auch auf ihn lastender anderer Korper.

In der Statik verwendet man fiir die wichtigsten Lagerungsbedingungen Symbole, die in
den beiden Tabellen wiedergegeben sind.

Lagerungen fiir ebene Tragwerke (Auswahl)

Symbol  [Schnittbild
Pendelstiitze I 1 [ 1
(einwertig) ﬁ A
Gleitlager ——
(einwertig) W.E 4
gelenkiges Lager| , :
(zweiwertig) A A
Parallelfiihrung
(zweiwertig) jl E
Schigbehﬁlse = C::
(zweiwertig) 77 1}
Eins‘pann‘ung 2—| éf'_l
(dreiwertig)

Lagerungen fiir riumliche Tragwerke (Auswahl)

Symbol  |Schnittbild

Gleitlager
(einwertig)

Ji

gelenkiges Lager
(dreiwertig)
Loslager

&

5 e
(vierwertig) | 2% /'_vt—L'

ﬁIZI

Einspannung
(sechswertig)
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Randbedingungen (ebener Fall)

N |0 |M

freies Ende ———| 0 | 0 0
) F‘ 0
gelenkiges Lager 77+ =0 |0
? £0

Parallelfiihrung ——|#0| 0 |20
Schiebehiilse 3::. 0 [#0|=0
Einspannung §:, #0 [#0 |#0

Meistens bildet man die Lagerungen eines Kdorpers konstruktiv so aus, dass die Richtung
der in ihnen tibertragbaren Krifte und Momente festliegt.

Damit ldsst sich das Standardproblem der Statik folgendermafBlen formulieren:

Gegeben sind die eingepragten Krifte und die Lagerbedingungen eines Korpers.

Gesucht sind die Lagerreaktionen, von denen man Angriffspunkt, Art und evt. Richtung
kennt, nicht jedoch ihre GroB3en.

Zu ihrer Bestimmung stehen uns die 6 Gleichgewichtsbedingungen zur Verfligung. Lassen
sich damit allein alle Reaktionskrifte unter beliebigen eingeprigten Lasten bestimmen, so
heilit das System (duBerlich) statisch bestimmt. Sind die Gleichgewichtsbedingungen hierzu
nicht hinreichend, so ist das System (duBerlich) statisch unbestimmt. Ein solches kann mit
den Mitteln der Statik allein nicht geldst werden, sondern bedarf der Einbeziehung von
Zusammenhidngen der Festigkeitslehre, die spater erortert werden.

Neben diesen beiden Féllen kann noch der dritte Fall auftreten, dass der Korper so wenigen
Lagerbedingungen unterworfen ist, dass nicht alle Gleichgewichtsbedingungen fiir alle
eingepragten Lasten erfiillbar sind, was den Korper in Bewegung versetzen wiirde. Solche
Systeme heillen kinematisch oder labil und kénnen nicht allgemein mit den Mitteln der
Statik behandelt werden, sondern mittels der Kinetik.

Man beachte, dass alle diese Begriffe Systemeigenschaften darstellen, die unabhingig von
den jeweiligen Belastungen sind.

Wir werden uns in diesem Abschnitt zundchst nur mit statisch bestimmten Systemen
befassen.

Die Losung des Standardproblems solcher Systeme ldsst sich grundsétzlich in folgenden
Schritten vollziehen.
1. Schritt: Freischneiden
Der Korper wird durch einen (gedachten) Schnitt vollstindig aus seiner Umgebung heraus-
getrennt. Der Einfluss dieser Umgebung wird ersetzt durch Schnittlasten, nimlich
a) eingeprigte Krifte, die bekannt seien, und

b) Auflagerreaktionen, von denen nur Art und Richtung und Angriffspunkt festliegen, nicht
jedoch die GroBen aller Komponenten.
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2. Schritt: Gleichgewichtsbedingungen

Man stellt die Gleichgesichtsbedingungen auf, wobei es verschiedene Moglichkeiten gibt. Im
Allgemeinen flihrt das zu einem System von maximal 6 Gleichungen (im ebenen Fall 3), die
linear in den Unbekannten und inhomogen sind und fiir statisch bestimmte Systeme eine
eindeutige Losung besitzen.

3. Schritt: Losung

Auflésen der Gleichungen nach den unbekannten Reaktionskréiften. Da es sich um lineare
Gleichungssysteme handelt, gelingt dies durch Einsetzen und Eliminieren der Unbekannten.
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Reibung

Reibungseffekte und -vorginge zwischen Korpern in Kontakt sind in der Technik von
groBer Bedeutung. Manchmal mdchte man moglichst viel Reibung (z. B. Reifen auf Fahr-
bahn), manchmal mdglichst wenig (z. B. im Getriebe). Oft benotigt man Abschétzungen iiber
die GroBle der Reibkraft. Man unterscheidet generell zwischen (Gleit-) Reibung, wenn sich
die Kontaktflichen relativ zueinander verschieben, und Haftreibung, falls dies nicht der Fall
ist. Wir befassen uns zunéchst mit der

Haftreibung

Legt man einen Festkorper auf eine Ebene und erhoht langsam deren Neigung (Neigungs-
winkel o > (), so stellt man fest, dass der Korper ab einem bestimmten Winkel, dem
Reibungswinkel ,p) , zu Rutschen beginnt. py hingt von der Materialpaarung, von der
Beschaffenheit der Kontaktflichen usw. ab, jedoch nur wenig oder gar nicht von Lage, Form,
Gewicht und Orientierung des Kdorpers.

Fc Fc
\ Vj

R
a FK N

11

Wir wollen uns mit der Kraftiibertragung vom Korper auf die Unterlage wéhrend des Haftens
bis unmittelbar vor dem Gleiten befassen. Dazu wird der Korper freigeschnitten und die
Kontaktkraft Fx mit der Gewichtskraft Fg ins Gleichgewicht gesetzt

FK = *FG = *FGGL.

Die Kontaktkraft ist also eine Reaktion auf die Gewichtskraft (Reaktionskraft), solange der
Korper haftet. Zerlegt man Fx in einen Normalanteil N und einen Tangentialanteil R
gemal

Fx = R+N,

so folgt aus Gleichgewichtsgriinden
R = |R| = Fgsina
N = N| = Fgcos a

oder

— =tana < tanpp = Uy .
N

Haftreibungsgesetz
Zwei Korper in Kontakt haften aneinander, solange gilt

IR| < gy N = tan py N

Darin ist die dimensionslose Materialkonstante 4y > 0 die Haftreibungszahl, die das
Verhiltnis von Haftreibungskraft R und Andriickkraft N> (0 begrenzt.
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Typische Werte fiir 4 sind

Stahl auf Stahl 0,15

Holz auf Holz 04 +0,6
Holz auf Metall 0,6+0,7
Gummi auf Asphalt 0,7+ 0,8

In dem Haftgesetz ist keine Aussage iiber die Verteilung der Kontaktflichenkraft gemacht,
sondern lediglich iiber die Grof3e der resultierenden Tangentialkomponente zur resultierenden
Normalkomponente. In das Haftgesetz geht auch nicht die Form oder GroBe der Kontakt-
flache ein.

Tragt man das Kréfteparallelogramm der Kontaktkraft auf, so sind alle Haftzustdnde

dadurch gekennzeichnet, dass die Kontaktkraft in dem Reibungskegel mit dem Offnungs-
winkel 2py liegt. Dies ist unabhdngig davon, ob diese aus dem Gewicht oder anderen
eingeprigten Kréften resultiert.

Betrachten wir nun denselben Korper auf einer um « geneigten schiefen Ebene, an dem

auller einer vertikalen (Gewichts-) Kraft V eine weitere eingeprigte Kraft H = H ex in
horizontaler Richtung angreift. Diese soll so bestimmt werden, dass der Klotz weder nach
oben noch nach unten rutscht.

|H max
V

= tan(py + Q)

| min |

7

= tan(py— a) .
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Damit gilt fiir den Haftbereich die Eingrenzung von
—Vitan(py — ) = Vtan(a—pp) < H < Viwan(a+ py) .

o Ist a<py, sogilt Hyy fiir eine nach links wirkende Horizontalkraft. In diesem Fall
kann H auch Null sein, d. h. der Korper haftet von selbst fiir J  beliebig:
Selbsthemmung.

e Ist dagegen « > py, so muss H in jedem Fall nach rechts wirken, um den Koérper am
Gleiten zu hindern.

Beispiel: Keil

Will man einen Keil in Form eines Dreieckprismas mit einer Kraft F in einen Korper treiben,
so muss an beiden Keilflanken die Grenzhaftbedingung gelten

R =N =N tan p) .
Die vertikale Gleichgewichtsbedingung ist

1 F—2Nsin%—2Rcos L

2
Setzt man die Grenzbedingung ein, so ergibt sich fiir die eintreibende Kraft
F = 2N (sin a tan py cos ﬂ) 2 (sin @ cos py + sin py cos g)
2 cos py 2 2

. a
sin(%+ py)
cos py
mit der trigonometrischen Regel
sin(f£ y) = sinf cosy £ siny cosf.
Je spitzer der Keil, desto kleiner ist « und damit auch F. Durch Schmierung der Keilflanken
kann man py und damit auch F herabsetzen.
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Zieht man an dem Keil mit einer Kraft Z nach oben, so fingt er bei

. a
. o sin(py=)
Z = 2N (—sin —+tan ppcos —) = 2N ——=—

2 2 cos py

an herauszurutschen. Ist « /2 > py, so rutscht er von selbst heraus, bei o /2 < py tritt
Selbsthemmung ein.

Schraubenverbindungen
a) flachgingige Schraube

Auf die Schraube wirke eine eingepriagte Kraft V , die auch das Eigengewicht enthalten kann.
Diese soll vom Gewinde gleichmiflig aufgenommen werden. Der Steigungswinkel der
Schraube sei «.

[

<
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AuBerdem wirke ein Schraubmoment M , das so eingegrenzt werden soll, dass der
Haftbereich bestimmt wird. M wird umgesetzt in eine umlaufende horizontale Streckenlast

dH mit einem Hebelarm 7, der zwischen »; und r, liegt
17 17 17
M=M|= [ r|dH =r| dH=rH mit H=| dH
0 0 0

Dann gilt wie beim Korper auf der schiefen Ebene die Haftbedingung
Vtan(a—py) < H = M < Vitan(a+ py) .
r

Fir M =0 sind zwei Fille zu unterscheiden:

1) Ist a< py, so tritt Selbsthemmung ein, d. h. die Schraube dreht sich nicht allein unter einer
axialen Kraft beliebiger Groe V.

2) Ist hingegen « > py, so wiirde sich die Schraube auch fiir beliebig kleine V° von selbst
losdrehen, wenn kein geeignetes Gegenmoment M aufgebracht wurde.

b) scharfgiingige Schraube

Ist das Gewinde der Schraube an der Druckseite um einen spitzen Winkel 6> 0 gegen die
Horizontale geneigt, so handelt es sich um eine scharfgingige Schraube. ¢ ist der halbe
Flankenwinkel des Gewindes.

dV = dN cosd

In diesem Fall wirkt V noch um cos ' & vergroBert gegeniiber der flachgingigen
Schraube in der Haftbedingung

tan(a— py ) < M < Vtan(a—i—po)

vV < <
cos o r cos o

Damit wird gegeniiber der flachgéngigen Schraube fiir die gleiche Andriickkraft 7 ein um
1/(cos O) groBeres Moment M benétigt, um die Schraube zu l6sen. Die scharfgingige
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Schraube eignet sich also eher als Befestigungsschraube und die flachgédngige (Spindel) als
Bewegungsschraube (Wagenheber). Fiir 0= 0 fallen beide Fille zusammen.

Seilreibung

Wir betrachten ein Seil, das um eine zylindrische Trommel mit Radius R gewickelt ist, in
einem Winkelbereich « anliegt, und mit einer (Seil-) Kraft S, an einer Seite gehalten wird.
Ziel ist es, die maximale Kraft S(«) der anderen Seite so zu ermitteln, dass die Haft-
bedingung im ganzen Bereich erfiillt ist. Dazu schneiden wir das Seil frei. Die Kontaktkraft
zwischen Seil und Trommel ist eine Linienlast, die wir in ihren Normalanteil n(«) und
Tangentialanteil/ Reibungsanteil () zerlegen. Die Haftbedingung wird fiir den Grenzfall,
dass an jeder Stelle gerade die Grenzlast herrscht, formuliert als

Q) = p n(a) .
Esgilt ds=Rda.

Die Momenten-Gleichgewichts-Bedingung um

den Trommelmittelpunkt ergibt

[24
RS(a@) = RS, + [ Rr(@Rda
0

o
= RS, + R | n@da.
0

Nach Division durch R und Differentiation nach « erhdlt man mit der lokalen Haft-
bedingung

S(@)' = Rr(a) = wy Rn(a).
Gleichgewicht der Kréfte am Seil in Richtung von §,, ergibt

[04 [04
So— S(a) cosa + | cosa {(@Rda — [ sina n(@Rda = 0,
0 0

woraus mit der Haftbedingung folgt
[04
S, — S(e) cosa + | [cosa p n(@)—sin a n(@]Rda = 0.
0
Differentiation nach « ergibt
- S(@)' cos a + S(a) sin ¢ + py Rn(a) cos a — Rn(a) sina = 0.

Gleichgewicht der Kréfte am Seil senkrecht zu S, ergibt

(04 (04
— S(e) sina + | sina (@) Rda + | cosa n(@)Rda = 0.
0 0

Differentiation nach « resultiert in

- S()' sina —S(a)cos a + wy Rn(a) sinax + Rn(a) cosa = 0.
Mit der obigen Gleichung heben sich die Sinus-Terme auf und der Rest ergibt

S(a) = Rn(a)
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und damit schlieBlich die Differenzialgleichung
S(@)' = o S(a)
mit der an die Anfangsbedingungen angepassten Losung

S(a) = S, e “

Dies ist die EULER-EYTELWEIN’sche Formel. Die Grenzlast nimmt also exponentiell zu
mit dem Winkelbereich, in dem das Seil anliegt.

Gleitreibung

Erreicht die Reibungskraft die Haftgrenze |R| = w9 N, so kann ein Abgleiten auftreten.
Wihrend des Gleitens kann die (Gleit-) Reibungskraft nicht mehr aus Gleichgewichts-
bedingungen bestimmt werden, sondern aus einem Reibungsgesetz, das vor allem von der
Materialpaarung der Reibungspartner und deren Oberflichenbeschaffenheit abhdngt und
damit ein Materialgesetz darstellt. Eines der dltesten und immer noch wichtigsten Reibungs-
gesetze geht auf einen Vorschlag von AMONTONS (1699) zuriick und wurde von
COULOI;/IB (1785) prézisiert und von MORIN experimentell fiir wichtige Anwendungen
bestitigt.

COULOMBsches Reibungsgesetz
Die GrofBe der (Gleit-) Reibungskraft R ist proportional zur Andriickkraft N

IR = uN

Der Proportionalititsfaktor 4 heiflit (Gleit-) Reibungszahl. Er ist eine dimensionslose
Materialkonstante, die kleiner oder gleich der Haftreibungszahl ist

0 < us<sw.
Folgende Werte findet man in der Literatur

Stahl auf Stahl 0,09

Holz auf Holz 02+04
Holz auf Metall 04+05
Gummi auf Asphalt 0,5+ 0,6

Wihrend die Haftreibungskraft eine Reaktionskraft ist, stellt die Gleitreibungskraft eine
eingepragte Kraft dar.

Ist die Gleitreibungszahl kleiner als die Haftreibungszahl, so kann es beim Beginn des
Gleitens zu einem Anrucken kommen und in dessen weiteren Verlauf zu einem schnellen
Wechsel zwischen Haften und Gleiten (stick-slip). Auf einem solchen Mechanismus beruht
die Tonerzeugung eines Streichinstruments.

Sind die Gleitflichen feucht oder geschmiert, so kann das COULOMBsche Gesetz, das
Trockenreibung beschreibt, nicht mehr gelten. Es hat nidmlich die Eigenschaft der
Geschwindigkeits-Unabhiingigkeit: Die Reibkraft hdngt nicht von der Gleitgeschwindigkeit

> Johann Albert Eytelwein (1746 - 1848)
% Guillaume Amontons (1663 - 1705), Charles Augustin de Coulomb (1736 - 1806), Arthur
Morin (1795 - 1880)
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ab. Im Gegensatz dazu ist die viskose Reibung geschwindigkeitsabhingig (s. NEWTONSsches
Widerstandsgesetz).

Das COULOMBsche Reibungsgesetz stellt nur einen besonders einfachen Vorschlag dar. In
der Realitdt sind Reibungsvorginge sehr viel komplexer und schwer zu berechnen. Ihre
Erforschung ist Gegenstand der Reibungsmechanik oder Tribologie.
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Schnittlasten an Stidben
Wir betrachten schlanke Stébe und treffen folgende KOO-Vereinbarung:

X in axialer Richtung
y aus dem Bild heraus
z in Fahrtrichtung rechts.

Um zu bestimmen, welche Lasten (Kréfte, Momente) in einem Querschnitt eines belasteten
und gelagerten Stabes wirken, schneidet man ihn dort frei und setzt die Schnittlasten, also
Schnittkrdfte und Schnittmomente an. Dabei setzt man die Schnittlast in den Fldchenmittel-
punkt des Querschnitts. Die Verbindungskurve dieser Mittelpunkte bilden die Systemlinie
des Balkens mit der Bogenldngenkoordinate x .

Die beiden Schnittlasten in einem Querschnitt sind die zwei Vektoren der Kraft + F(x) und
des freien Momentes = M(x) , wobei das Vorzeichen von der Einfiihrung des positiven
Schnittufers abhidngt. Diese beiden Vektoren lassen sich bei innerlich statisch bestimmten
Systemen aus den Gleichgewichtsbedingungen des einen oder des anderen Teilkorpers
bestimmen.

Sind die Verschiebungen und Verformungen des Stabes unter den Lasten klein - was man
hdufig voraussetzen kann -, so kann man den Stab wie einen starren Kdrper behandeln und
die Gleichgewichtsbedingungen am unverformten System ansetzen. Wegen der Linearitét der
Gleichgewichtsbedingungen am unverformten System gilt dann das

Superpositionsprinzip der Schnittlasten

Sind
F4(x) und My(x) die Schnittlasten infolge eines Lastsystems A, und
Fp(x) und Mjp(x) infolge eines anderen Lastsystems B,

so bewirkt das gleichzeitige Aufbringen beider Lastsysteme die Schnittlasten
F4(x) + Fp(x) und My(x) + Mp(x) an jeder Stelle x .

Ebenso gilt die

Proportionalitit der Schnittlasten
Die a—fache Last von A bewirkt a—fache Schnittlasten o F4(x) und o My(x) an jeder
Stelle x fiir jede reelle Zahl «.

Damit kann man die Schnittlasten infolge komplexer Kraftsysteme zusammensetzen aus
einfachen Lastgruppen.

Das Superpositionsprinzip gilt nicht mehr, wenn die Verschiebungen so grof} sind, dass die
Gleichgewichtsbedingungen am verformten System angesetzt werden miissen, wie z. B. bei
Stabilitdtsuntersuchungen (s. Knickprobleme).
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Bendtigt man eine Komponentendarstellung von F(x) und M(x) , so wihlt man meistens
eine ONB derart, dass

e ¢, normal auf dem Querschnitt steht, also in Richtung der Balkenachse

e und e, und e, in der Querschnittsebene liegen.

Bei gekriimmten Stében handelt es sich um eine lokale Basis, d. h. sie kann von x abhéingen.
Bei geraden Stdben bendtigen wir pro Stab nur eine solche Basis.

Beziiglich dieser Basis erhalten wir die Komponentendarstellungen
F(x) = Fdx)ect Fyx)e, + Fi(x)e;
= N(x) e, + Qy(x) e, + OA(x) e,

M(x) = M(x)e,+ My(x) e, + M(x) e,
N M,
y b M,
Qz My
z
Man nennt
N = F, Normalkraft (-Komponente) (als Zug positiv, als Druck negativ)

0, =Fr Querkraft (-Komponente) in y-Richtung

Q. = F, Querkraft (-Komponente) in z-Richtung

M, = M, axiales oder Torsionsmoment

My, = M, Biegemoment (-Komponente) in y-Richtung
My, = M, Biegemoment (-Komponente) in z-Richtung.

Handelt es sich um ein ebenes Problem, so kann man x und z in die Zeichenebene legen,
und es verbleiben die drei Schnittlastgroen

N = F, Normalkraft (-Komponente)
0 =F, Querkraft (-Komponente) in z-Richtung
M = M, Biegemoment (-Komponente) in y-Richtung.

Die gestrichelte-Faser-Konvention dient im ebenen Fall zur Festlegung der Koordinaten:

bedeutet:

z

v

so dass die (positiven) Schnittlasten folgendermalen angreifen
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0: 0:

Merkregel: ein positives Biegemoment fiihrt zu einer Stabkriimmung, die die gestrichelte
Faser streckt.

Flichendarstellung der Schnittlastenverliufe

Im Allg. hingen alle Schnittlastkomponenten von der axialen Stabkoordinate x ab. Man
kann sie graphisch darstellen, wenn man ihre Gréfle zu einer Seite senkrecht, falls positiv,
sonst zur anderen Seite auftrigt.

Beispiel: Balken auf zwei Stiitzen mit Einzelmoment

My/L

Im Weiteren betrachten wir einen geraden Stab unter einer ebenen Belastung.

Anderung der Schnittlasten in einem Bereich ohne fiuBere Lasten

O(xo) O(x)
M(xp) < M(x)
y@——>x N(x9) l%—»N(x)
< xo N
< X

Wir schneiden einen Stabbereich ohne &uflere Lasten frei und setzen die Gleichgewichts-
bedingungen an:
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Krifte in x-Richtung: N(x) = N(xp) Die Normalkraft ist konstant.
Krifte in z-Richtung: Ox) = O(xp) Die Querkraft ist konstant.
Momente in y bez. xy : M(x) — M(xp) = (x —x9) -Q Das Moment dndert sich linear.

Anderung der Schnittlasten im Bereich einer Einzelkraft

F=F,e,+F,e,

O(xo) 0(x)

y M(x) M(x)
e N(xo)"q —————————— b" N)
v X0 "

- R
) X

Wir schneiden einen Stabbereich unmittelbar vor und hinter dem Angriffspunkt einer Einzel-
kraft (aber nie in ihm) frei und setzen die Gleichgewichtsbedingungen an

Krifte in x-Richtung: N(x) — N(xg) = —F; Die Normalkraft springt um —F .
Krifte in z—Richtung: Ox) — Oxp) = —F. Die Querkraft springt um —F,.
Momente in y bez. xy: M(x) — M(xp) = (x—xp) -Ox) + (x—x9) - F,

Das Moment bleibt stetig in x = Xxy.

An der Angriffsstelle der Einzelkraft ist das Moment nicht mehr differenzierbar und hat einen
Knick (Differenz der Ableitungen) von der GroBe —F .

Anderung der Schnittlasten im Bereich eines Einzelmoments

Q) M=M,e, QO(x)

y M(xo)E:‘I =N «<~M)
C—x N(x) ————\-‘-)————la N(x)

>

vy X0

z x

X

Wir schneiden einen Stabbereich unmittelbar vor und hinter dem Angriffspunkt eines Einzel-
momentes frei und setzen die Gleichgewichtsbedingungen an

Krifte in x—Richtung: N(x) — N(xg) = 0 Die Normalkraft bleibt stetig.
Krifte in z—Richtung: Ox) — Oxp) =0 Die Querkraft bleibt stetig.
Momente in y bez. xy: M(x) — M(xp) = (x—xp) - O(x) — M,

Das Moment springt um —M,,.
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Anderung der Schnittlasten im Bereich einer Streckenlast

f(x) = n(x) ex + g(x) e;

O(xo) O(x)
y M(x0) M(x)
Q——x N(xp) Fa" N(x)
< xo
":z X X0<x<x

Wir schneiden einen Stabbereich x) < x < x, in dem eine Streckenlast wirkt, frei und setzen
die Gleichgewichtsbedingungen an

Krifte in x—Richtung: N(x) — N(xg) = — T n(x) dx
X0
= Nx) = —-n()
Die Ableitung der Lingskraft ist gleich der negativen axialen Streckenlast.
X
Krifte in z—Richtung: o) — Oxp) = — j q(x) dx
X0

= 0 = —qX

Die Ableitung der Querkraft ist gleich der negativen Streckenlast in z—Richtung.

Momente in y bez. xy : M(x) — M(xp) = (x—xp) -O(x) + )jc (x—x0) -q(x) dx
X0
= M(x)" = O(x) + (x—xg) - Q(x)" + (x—x0) - g(x)
= 0(x)
Regel: Wo Q(x) gleich Null und Wechsel, hat | M(x) | ein (relatives) Mdxel.
Schnittlasten-Differentialgleichung

Mx)” = 0x)" = —q)

Die Ableitung des Biegemomentes ist gleich der positiven Querkraft.
Die Ableitung der Querkraft ist gleich der negativen Streckenlast in z—Richtung.

Hat der Stab an einer Stelle einen Knick, so gelten folgende Beziehungen fiir die Schnittlas-
ten in unmittelbarer Ndhe zum Knick:

N'= N cosa— Q sina
O"'= Q cosa +N sina
M = M.
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Speziell ergibt sich fiir einen rechten Winkel

N' =-0
0'= N
M = M .

Wechselt man die Seite der gestrichelten Faser, so dndern sich einige Vorzeichen.

n(x) ex +q y(3_c) €y

0,(x0) 0,(x)
z M:(xo) 1 M%)
& x N(xo) lﬁ-ﬂv(x)
X0
v: y > X

Im dreidimensionalen Fall gelten fiir die Streckenlast

f(x) = n(x) ex+ g)(x) €, + g=(x) e
die folgenden Schnittlasten-Differentialgleichungen

Nx) = —n(x)
My(x)" = 0:x) = —q.x)
M(x)" = = Oyx)" = gy(x)

Die Vorgaben der Schnittlasten bei Lagern und Gelenken sind in der Tabelle (s.o.)
angegeben.

Vorgehen zur Bestimmung der Schnittlasten von statisch bestimmten Systemen:
1.) Auflagerreaktionen bestimmen (freischneiden, Gleichgewichtsbedingungen ansetzen)

2.) bereichsweise freischneiden, Gleichgewichtsbedingungen ergeben die Schnittlasten.
Hierbei konnen Streckenlasten durch Resultierende ersetzt werden.

3.) Schnittlastflachen darstellen.

Alternative: Unbestimmte Integration der Schnittlasten-Dgl. und Bestimmung der
Integrationskonstanten durch Rand- und Ubergangsbedingungen. Bei statisch bestimmten
Systemen hat man geniigend dynamische Bedingungen.
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Fachwerke

sind Systeme

o von geraden Stiben,

o die gelenkig verbunden sind (in sog. Knoten) und

o nur durch Einzelkrifte belastet sind, die in den Knoten angreifen.

Fachwerkstdbe werden auch als Pendelstiitzen bezeichnet. Hier wird der Schnittlastzustand
in allen Fachwerkstidben besonders einfach, was man durch Freischneiden sieht.

In Fachwerkstdben treten nur (konstante) Normalkrdfte auf.
Die Knotenkrdfte bilden Zentralkraftsysteme.

Vereinbarung (wie bisher)
N> 0 : Zugkraft
N < 0 : Druckkraft

Ein stabweises KOOS zur Definition der (positiven) Schnittlasten wird fiir Fachwerke nicht
benotigt. Lediglich ein globales KOOS ist fiir die komponentenweisen Gleichgewichts-
bedingungen hilfreich.

Im Folgenden beschridnken wir uns auf ebene Fachwerke. Alle Aussagen lassen sich aber
leicht auf rdumliche verallgemeinern.

Beispiele ebener Fachwerke

>

AN statisch bestimmt

A statisch bestimmt

innerlich kinematisch

Dy
o

innerlich 1-fach statisch unbestimmt

statisch bestimmt

statisch bestimmt
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auBerlich 2-fach statisch unbestimmt

Knotenpunkt-Verfahren

Man bestimmt die Stabkrifte durch Freischneiden aller Knoten mit Antragen aller Stabkréfte
(der Richtung nach bekannt) und der duferen Krifte (bekannt). Im Beispiel greifen am
Knoten eine duBere Last F und drei Stabkrdfte N' an.

F 3 F
-
Knoten mit Last F freigeschnitten

Da diese Krifte im Knoten ein Zentralkraftsystem bilden, ist die Momenten-Gleichgewichts-
bedingung trivialerweise erfiillt. Es verbleiben also die Kraft-Gleichgewichtsbedingungen
(rdumlich: 3 Gleichungen, eben: 2 Gleichungen). Fiir unseren Beispiel-Knoten ist dies die
Vektor-Gleichung

F+N'+N*+N’ = o.
Durch Einflihrung einer globalen Basis {e, , e,} zerlegen wir alle Krifte in zwei Komponen-
ten und erhalten komponentenweise die Gleichgewichtsbedingungen

F, + N+ N+ N>, =0

1 2 3 _

F,+N,+ N+ N, =0.
Von allen Kréften kennen wir die Richtung. Schlief3t diese mit der x—Achse einen Winkel ¢;
ein, so sind die Komponenten

NiXZNicosai und NiyZNisina,-

mit den zu bestimmenden GroBen der Stabkrifte N'. Wir erhalten damit die Gleichungen
N' cos 0{1+N200s 0{2+N3cos a3 = —Fcos ap
N ' sin a + N2 sin (0%} + N3 sin a3 = —Fsina.

Fiihrt man dies fiir alle Knoten durch, so erhélt man ein lineares Gleichungssystem in den zu
bestimmenden GroBen der Stabkrifte N ‘. Es ist inhomogen, wenn es duflere Lasten gibt.
Damit kann man pro Knoten 3 (rdumlich) bzw. 2 (eben) unbekannte Stabkrifte der GroBe
nach bestimmen, falls deren Richtungen linear unabhingig sind. Diese Bestimmung kann man
rechnerisch/analytisch durchfiihren, oder graphisch (CREMONA’-Plan) .

7 Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona (1830 - 1903)
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Seile und Bogen

sind Konstruktionselemente, die lediglich Normalkrdfte aufnehmen kénnen (Seile: nur Zug-
krifte, Bogen: nur Druckkréfte), also schub- und biegeweich sind. Alle Querkrédfte und
Schnittmomente sind also Null. Aulerdem betrachten wir das Seil als undehnbar.

Wir wollen aullerdem annehmen, dass nur vertikale Lasten (als Einzelkrifte oder als
Streckenlasten) wirken.

Betrachten wir ein Seil der Lange L , das an zwei Punkten befestigt ist. Wir fiihren ein
kartesisches KOOS ein mit x horizontal in der Seilebene und z vertikal nach unten. Der
Ursprung kann beliebig gewidhlt werden, z. B. auch im linken Auflager. Die Stiitzweite sei /
und die Hohendifferenz 4 .

Wir beschreiben die Seillinie durch eine stetige Funktion w(x) , 0 < x </, mit den Rand-
bedingungen

w(0) = 0 w(l) = h.

Das Linienelement ds wird mit dem Differential dw(x) = w(x)' dx nach dem Satz des
PYTHAGORAS

ds’ = d’ +aw’ = [1+w(x)’]dx’.

Somit berechnet sich die Seillange (s. Bogenldnge) zu

!
L= [ds= j [+ w(x)] dx .
< 0

Die resultierende Schnittlast N(x) des Seils wird zerlegt in eine horizontale und eine
vertikale Komponente

N(x) = He,+ Ve,.

Wirkt auf das Seil eine vertikale Einzelkraft F , so schneiden wir das Seil unmittelbar vor
und hinter deren Angriffsstelle frei und es folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen
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Weil die Normalkraft tangential angreift, gelten
V
1 — ro. & — WZ'
H
v,-

v, F

= A = w)—w,/ =

H H

d. h. die Seilneigung springt infolge einer vertikalen Einzelkraft um —F/H . Fiir gegebenes F
ist das Produkt Aw ' H also konstant gleich F'. Versucht man Aw' zu Null zu spannen, so
wichst H und damit die Seilkraft iiber alle Grenzen.

In Bereichen, in denen keine Last angreift, ist Aw’= 0 und damit die Seillinie gerade. Wird
das Seil durch mehrere Einzelkréfte belastet, so spannt es sich als Polygon.

Das Seil sei nun mit einer vertikalen Streckenlast ¢(x) belastet. Wir schneiden das Seil
zwischen 0 und x frei und bilden die Gleichgewichts-Bedingungen im belasteten Zustand

- H(x) = H(0) also konstant
X
! V) = 10 - | g dx
0
= Mx) = —q(x)
Momentengleichgewicht um 0 ergibt
X
[ @) - xde+ V) -x—H-w) = 0
0
= gx) - x+Vx) -x+Vx)-H'"-wkx)—H-wkx) = 0
= W(x)—H - w(kx)
= wx)" = — %x) Seil-Differentialgleichung

Ihre (unbestimmte) Integration liefert

wx) = - éf q(x)dx +C;

wx) = —é”q(x) &+ Cix + G

mit den Integrationskonstanten C; und C,. In Bereichen, wo ¢(x) = 0 ist, beschreibt w(x)
eine Gerade. Man benoétigt drei Bedingungen fiir die drei Konstanten H, C; und C,.
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Zur Bemessung von Seilen benétigt man die Seilkraft. Sie ist immer tangential zur Seillinie,
weshalb

K = ' und mit N’ =H?+Vv?
H
folglich
Nx) = tN[H? + V()] = £VH [I+w'x)]) = £HV[I+w'(x)],

wobei die positive Wurzel die Seilkraft und die negative die Bogenkraft beschreibt. Ist
w' =0, so verlduft das Seil horizontal und |N| = |H| ist minimal. Der maximale Durchhang
Wmax = W(Xmay) des Seiles ist dort, wo

W(Xnay)” = 0
ist, das Seil also horizontal liegt. Dort ist die Seilkraft am kleinsten.
|N] ist dort am groften, wo die Seilneigung |w’| am grofiten ist

Nupay = H \/(1 + W,extremz)-

Golden Gate Briicke

Beispiel: Seil unter konstanter Streckenlast
Gegeben: [> 0, h , Ny > 0, g(x) = qo > 0 (konstant).
Aus der Integration der Seil-Differentialgleichung folgt

w(x) = —%x+Cl
w(x) = —ﬂx2+C1x+C2.
2H

Aus den Randbedingungen erhélt man
w0) = 0 = C;

=
N
N
I
=
=
~
N
+
Q
~
a
I
‘$
+

)
S
Nlb‘
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Die Seilkurve unter konstanter Streckenlast ist eine Parabel. Fiir die noch unbekannte
Horizontalkraft H bendtigen wir noch eine weitere Bedingung. Diese konnte darin bestehen,
dass die maximale Seilkraft vorgeschrieben ist.

Die Seilkraft ist dort maximal, wo w' extremal ist, also fiir # > (0 am linken Lager. Dort
ist die Seilneigung

A _ QOI h
w0) = C; = 22— +—
(0) | 0
und
Nuar = HA[I+w(0) "]
[ h
= HA[1+ (2l 4 2y
[ (2H l)]
2 72 2
= Nmaxz = H2(1+qo / +M+h

4H> H I°

2 2 72
= Sy bt L

2

eine quadratische Gleichung fiir H . Sind beide Auflager auf gleicher Hohe (4 = 0), so gilt

2 42
H = N, ~ 0"

)

wobei fiir Seile die positive Losung gilt. Beispiel: Hangebriicke.

Beispiel: Seil unter Eigengewicht

Wirkt als Streckenlast nur das Eigengewicht des Seils (f: = p g A Gewicht pro Lédnge), so ist
[gxyde = [pds = plds = pIN[I+w?]dx

und deshalb
qx) = S +wx)].

Aus der Seil-Differentialgleichung folgt

wx)" = — fl\/[l +W(x)'2].

Die Losung dieser Differentialgleichung ist die Kettenlinie oder Katenoide von LEIBNIZ,
CHRISTIAAN HUYGENS® und JOHANN BERNOULLI (1704)

a - X
wx) = — (ex/a +e X/a) .= acosh —
2 a
X _
= cosh’ = := 1/4(e2x/a+e ZX/a+2e0).
a

Der Scheitelpunkt liegt bei (0, a). Ihre Ableitungen sind

- x
wx)' = % (e~ ™) 1= sinh =
a

¥ Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), Christiaan Huygens (1629 - 1695)
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= W(x)'2 = sinh? X = I, (ezm —2+ eﬁzx/a)
a
1 _ 1
wx)" = — (ex/a +e X/a) - ~ cosh X
2a a a

Wegen des Additionstheorems

X . X
= ]+ sinh’ =

cosh’ =
a a

ist
X
[ +wx)? = cosh’ =
a

was die Dgl. erfiillt mit

Bogen sind Konstruktionen, die nur Druckkrifte aufnehmen konnen. Fiir sie gelten die-
selben Differentialgleichungen wie fiir Seile mit den negativen Losungen fiir / und N(x) . Die
Losung der Dgl. ist die Stiitzlinie des Bogens, die im Innern des Bogens nahe der Bogen-
achse verlaufen sollte. Bogen und Gewdlbe bilden sich auch in Mauerwerk, in granularen
Medien und sogar in Menschenansammlungen aus.

Zweidimensionale Konstruktionen, die nur Normalspannungen aufnehmen, sind
Membranen und Gewdlbe oder Kuppeln.

Geschichtliches’

Bogen aus Lehmziegeln wurden schon von den alten Agyptern in der ersten Dynastie (3000
bis 2700 v. C.) gebaut und waren in der Antike bereits weit verbreitet. Grole Meisterschaft
im Bau von Bogen, (Kreuz-) Gewdlben und auch Kuppeln erreichten die alten Romer (lat.
cupula, kleine Tonne). Fiir Bogen seien hier Fensterbogen, Briicken und Aquédukte genannt,
die z. T. in beeindruckenden GroBen gebaut wurden. Als Form fanden zumeist Kreise bzw.
Kugeln Verwendung, die man besonders leicht konstruieren konnte. Den genauen Verlauf der
Stiitzlinien konnte man erst viel spater berechnen.

Einer der imponierendsten Kuppelbauten der Antike ist das Pantheon in Rom, das 114-118
unter dem Baumeister APOLLODOROS VON DAMASKUS als Kugelkuppel iiber einem
Kreiszylinder mit gleichem Innendurchmesser von 43,30 m errichtet wurde. Diese Grof3e
wurde bis 1913 (Jahrhunderthalle in Breslau, 65 m) nicht {iberboten. Berechnungen der
heutigen Zeit haben ergeben, dass hier die Stiitzlinie tatsdchlich im Baukorper verlduft, der
ohne Zugelemente (Ringanker) trigt.

% nach: Szabo, 1.: Geschichte der mechanischen Prinzipien. Birkhéuser, Basel, 1979
s.a. King, R.: Brunelleschi's Dome: The Story of the Great Cathedral in Florence. Pimlico, 2005.
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Kuppel des Pantheon in Rom

Ein anderes wichtiges Kuppelbauwerk ist die Hagia Sophia in Konstantinopel, die unter
Kaiser Justinian 532-537 unter der Leitung von ANTHEMIOS VON TRALLES und ISIDOR
VON MILET errichtet wurde. Sie gilt wichtigstes Bauwerk der byzantinischen Kunst. Die
Kuppel ist eine Pentativkuppel mit Rippen mit einer elliptischen Form und einem
Durchmesser von 37 m.

IR e

Hagia Sophia in Istanbul -

Wihrend im Mittelalter (Romanik, Gotik) die Bogen und Gewdlbe auf das Genialste
weiterentwickelt wurden, wurde die Kuppelkonstruktion in der Renaissance wieder aufge-
griffen. Hier seien insbesondere die Dome von Florenz und Rom genannt.

Im 13. Jhdt. war Florenz bereits eine sehr reiche Stadt. Der Grundstein fiir Santa Maria del
Fiore wurde bereits 1296 gesetzt. Verschiedene Baumeister planten den Bau, hatten jedoch
unterschiedliche Konzepte. Durch Kriege und Seuchen wurde der Bau immer wieder
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verzogert. Der Maler GIOTTO DI BONDONE interessierte sich hauptsdchlich fiir den
Campanile. Die Kuppelfrage blieb lange ausgespart. 1418 war das Hauptschiff nahezu fertig.
Es klaffte in dem Bau ein achteckiges Loch von 42 m Durchmesser. Darauthin wurde fiir die
Kuppel ein Wettbewerb ausgeschrieben, den FILIPPO BRUNELLESCHI mit einem
waghalsig genialen Vorschlag gewann. Die Losung bestand aus zwei Schalen, einer diinnen
duBeren (37+75 c¢m) und einer dickeren inneren (/,5 + 2,Im). Sie iibernehmen die oktogonale
Form des Baptisteriums und tragen iiber 8 Haupt- und 16 Nebenrippen. Dazwischen werden
Tonnengewdlbe (= zylindrische G.) errichtet. Als Zugelemente wird Eisen und Eichenholz
verwendet. Es wurde lediglich ein freischwebendes Gertist iiber dem oktogonalen Tambour
gebaut. Die Rippen wurden auf fliegender Schalung gebaut. Viele neue Techniken und
Materialien wurden verwendet. So erhielt z. B. jeder Steinquader einen besonderen Zuschnitt.
Nach 14 Jahren war die Kuppel vollendet, die Laterne darauf jedoch erst 1461.

Ein anderes wichtiges Beispiel ist der Petersdom in Rom, der hundert Jahre spiter (1564)
begonnen wurde. Die Kuppel wurde im Prinzip genauso zweischalig gebaut. Der Tambour ist
hier kreisformig mit Innendurchmesser von 417,44 m, der durch eiserne Ringanker verstirkt
wurde. Neben anderen Baumeistern war MICHELANGELO BUONARROTI fiir den Kuppel-
bau verantwortlich.

Kuppel des Petersdoms im Vatikan

Im 18. Jhdt. traten Schiden und Risse auf, weswegen der Papst drei Mathematikern und
Monchen und dem Mathematiker und Ingenieur GIOVANNI POLENI aus Padua den Auftrag
gab, Ursachen und deren Beseitigung anzugeben. Deren Berichte wurden 1743 bzw. 1748
verdffentlicht. In dem Bericht der tre matematici heifit es einleitend:

"Wir sind vielleicht verpflichtet, uns zu entschuldigen bei den vielen, die nicht nur die
Praxis der Theorie vorziehen, sondern die erste allein fiir notwendig und angebracht
halten, die zweite dagegen vielleicht sogar fiir schadlich."
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Sie filhren die Schiden darauf zuriick, dass die Zugringe nicht ausreichend dimensioniert sind
und errechnen nach dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen 110 Tonnen Fehlbetrag und
empfehlen den Einbau weiterer Zugringe. Denselben Vorschlag macht auch POLENI, wenn
auch mit einer anderen Begriindung. Seine weiteren Ausfithrungen stiitzen sich auf Kennt-
nisse von dem franzosischen Physiker PHILIPPE DE LA HIRE (1640-1718) aus 1695.
Dessen Gewolbeprinzip lautet: man muss die Gewdlbeform so wihlen, dass jeder durch eine
Kugel veranschaulichte Stein mit der Resultierenden aus dem Eigengewicht und der Reaktion
des vorhergelegten Steines senkrecht auf den darauffolgenden driickt. In diesem Falle ist das
Gleichgewicht auch ohne Bindemittel gesichert. Auf diese Weise kann man sich die Stiitzlinie
konstruieren. Nun erinnerte man sich der Kettenlinie. Mit diesem Problem beschéftigte sich
schon GALILEI, der meinte, die Kurve sei eine Parabel. HUYGENS hat 1690 nachgewiesen,
dass dies nicht moglich sei. 1675 schrieb HOOKE ein lateinisches Anagram mit der Losung:
Wie die biegeschlaffe Linie hdingt, so wird umgekehrt das stabile Gewdlbe stehen. Er beriet in
diesem Sinne CHRISTOPHER WREN bei dem Entwurf der St. Paul's Cathedral in London.
JAKOB BERNOULLI und LEIBNIZ gaben um 1704 die analytische Losung der Dgl. an. Die
Analogie zur Stiitzlinie wurde von dem Mathematiker GREGORY entdeckt. POLENI
beschreibt die Stiitzlinie als Umkehrung der Kettenlinie oder als Verbindende von Kugel-
mittelpunkten, zwischen denen nur Normalkrifte tibertragen werden. Das Kréftepolygon
zwischen Kontaktkriften und Kugelgewicht wird bereits von ihm skizziert. Durch einige
Kunstgriffe beriicksichtigt er, dass die Kuppelschale des Peterdoms verschieden dick ist und
durch die Laterne unterbrochen wird. Diese Vorschldge wurden offentlich diskutiert und von
einem Unbekannten folgendermal3en kritisiert:

"Wenn die Peterskuppel ohne Mathematik und vor allem ohne die in unseren Tagen so
gepflegte Mechanik erdacht, entworfen und erbaut werden konnte, so wird sie auch
restauriert werden konnen ohne Mithilfe der Mathematiker [...]. Michelangelo konnte
keine Mathematik und war trotzdem imstande, die Kuppel zu erbauen."

Nach den Vorschldgen der Gutachter baute der Architekt VANVITELLI (1743-1748) fiinf
weitere Zugringe in die Kuppel ein. Das Vertrauen zu den erstellten theoretischen Unter-
suchungen hatte zur Folge, dass andere, von dritter Seite vorgeschlagene Maflnahmen wie das
Verfiillen der Treppenschédchte und Nischen, das Abtragen der Laterne usw. unterblieben und
die majestétische Architektur der Peterskirche keinen Schaden erlitten hat.

Die grofite selbsttragende Kuppel hat der Lusiana Superdome in New Orleans mit 207 m
Durchmesser. Der Millennium Dome in London misst 365 m, ist aber von Stiitzen abge-
spannt.
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Jahrhunderthalle in Breslau

77
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Zug- und Druckstabe

Wir betrachten einen Stab, der oben befestigt ist und an dem unten ein Gewicht G hingt.

3 Infolge der Gravitation wird sich der Stab verlédngern,
lx X N d. h. jeder Punkt unterhalb der Befestigung wird sich
[ EI nach unten verschieben. Diese Verschiebung u(x) zu
i bestimmen ist Ziel dieses Abschnitts.
G ] G
Dazu machen wir folgende Annahmen:

AI)  Der Stab ist gerade (aber nicht notwendig prismatisch).

A2)  Das Material ist fest und homogen iiber den Querschnitt (aber nicht notwendig ldngs
seiner Achse).

A3)  Die Temperatur des Stabes ist zeitlich und iiber dem Querschnitt konstant (aber nicht
notwendig langs seiner Achse).

A4)  Der Stab ist im Gleichgewicht (Statik).
A5)  Die Lasten wirken ausschlieBlich in Richtung der Stabachse (Axiallasten).

Aus den Gleichgewichtsbedingungen bestimmen wir den Verlauf der Schnittlasten. Die
Normalkraft ist

/
Nx) = | px)gdx)dx + G
X
mit
G Gewichtskraft
p(x) Massendichte

g irdische Gravitationskonstante
A(x)  Querschnittsflache

Querkréfte und Momente treten infolge A5 nicht auf. Die Normalkraft

N = | fAx)dA = [ o(x)dd

resultiert aus der axialen Kraftdichte f/* in Achsrichtung in der Querschnittsfliche. Sie wird
als Normalspannung o bezeichnet, weil sie normal (= senkrecht) auf der Querschnittsflache
wirkt, und berechnet sich als Grenzwert des Quotienten von Normalkraft und Flache, wenn
letztere auf einen Punkt zusammengezogen wird

AN(x)

Die Dimension der Spannungen ist [Kraft/Fliche]. Ubliche Einheit ist das Pascal’’:
Pa=Nm".

' Blaise Pascal (1623 - 1662)
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Um das allgemeine dreidimensionale Problem auf ein eindimensionales zu reduzieren, treffen
wir folgende Annahme.

A6)  Die Normalspannung o ist iiber den Querschnitt konstant (hdngt also nur von x ab).

Damit ist

Nx) = | o(x)dd = o(x) Ax) = o = M)
) A(x)

Dies ist nur fiir prismatische Stdbe bei geeigneter Lasteinleitung gut erfiillt, fiir wenig
verdnderliche Querschnitte nur ndherungsweise, wihrend an Stellen starker Querschnitts-
verdnderungen die eindimensionale Theorie ungenau wird.

Aus Zug- und Druckversuchen weil man, dass die Spannung nicht beliebig gesteigert
werden kann, sondern dass es eine Festigkeitsgrenze fiir o gibt, bei deren Uberschreiten der
Stab versagen konnte. Man bemisst deshalb Stdbe beziiglich einer zuldssigen Zugspannung

. und Druckspannung UZL,[_ mit A6 als

- N
— Oy < 0= q

n
< Ozul

Die zuldssigen Spannungen sind fiir viele Materialien in Normen (empirisch) festgesetzt und
beinhalten einen Sicherheitsfaktor, der von der Anwendung abhédngt. Die folgenden groben
Werte sind Beispiele hierfiir.

Stahl St37 Ol = 140+ 180 MPa
Stahl St52 Ol = 210+ 270 MPa
Spannstihle Ol = + 900 MPa
Aluminium . = 100 MPa
Kupfer Ol = 40 MPa

Beton O = 8+ 15 MPa
Holz in Faserrichtg. oz, = 6+ 14 MPa

Damit wir aus den Belastungen, nunmehr ausgedriickt durch den Spannungsverlauf o(x) ,
auf den Verschiebungsverlauf u(x) , oder umgekehrt schlieBen konnen, muss zwischen o
und u ein deterministischer Zusammenhang bestehen, der sicherlich eine Material-
eigenschaft ist. Der einfachste Ansatz dafiir ist eine Beziehung zwischen momentanen
Spannungen und momentanen Verschiebungen.

A7) Die momentanen Spannungen hingen von den momentanen Verschiebungen ab.

Materialien, bei denen dies gilt, heilen elastisch. Damit ist ausgeschlossen, dass sich das
Material an zuriickliegende Spannungs- oder Verschiebungsprozesse in irgendeiner Weise
erinnert. Daraus folgt, dass nach einer Entlastung die Verschiebung vollstindig zuriickgeht.

Fiir einen elastischen Stab hdngt also die Spannung o (x) an der Stelle x von den
Verschiebungen u(x), 0 <x </ im Stab ab.

Ist u(x) analytisch, so konnen wir es an der Stelle x in eine TAYLOR-Reihe entwickeln
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w(x) = u(@) +u@)’ (x—x)+ % u@x)" @-x)°+ ..

und die Abhéngigkeit von der Funktion u(x) durch eine Abhingigkeit von dem Funktions-
wert und den Ableitungen an einer Stelle

u(x) , u(x)', u(x)", ...
ersetzen.

Dass das erste Argument die Spannungen nicht beeinflussen kann, macht man sich durch
folgendes Gedankenexperiment klar: Verschiebt man den Stab als starres Ganzes um uy, so
ist

u(x) = up = konstant

und alle Ableitungen Null. Aus der Erfahrung wissen wir aber, dass Starrkorperverschie-
bungen ohne Einfluss auf die Spannungen bleiben.

Damit hdangen die Spannungen aber immer noch von den unendlich vielen Ableitungen ab,
was wenig praktikabel wére. Wir machen deshalb in der folgenden Annahme -eine
Einschrankung auf den einfachsten, nicht-trivialen Zusammenhang zwischen Spannungen und
Verschiebungen

A8) Die Spannungen o (x) hingen nur von u(x)" ab: o = f(u').
Ein solches elastisches Material wird einfach genannt. Der Ausdruck

guyzu@yzf%ﬁ

heiflt (Langs-) Dehnung oder Deformation. Er ist dimensionslos. Ist &> 0, so handelt es
sich um eine positive Dehnung oder Streckung, ist &< 0, um eine negative Dehnung oder
Stauchung. Beschreibt der als verschiebungsfrei deklarierte Zustand (u(x) =0, 0<x <! =
£(x) = 0) den spannungsfreien Zustand (o (x) = 0), so ist f eine Funktion, die durch den
Ursprung geht:

£0)=0.

In Bereichen linearer Verschiebungen und damit konstanter Dehnung gilt die einfache
Beziehung

M u(x) - u(0) u(l) -u(0) A
E= lim — = = = —
Ax—0 AX X [ [

0 <x<I.

u(0) u(x) u(l)

I |
0 X /

X
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A9) Die Verschiebungen und Dehnungen seien (betragsmiafig) klein.

Klein soll hierbei bedeuten, dass wir f(x) durch eine lineare Funktion beschreiben konnen,
ohne dass die Vernachlédssigung der Nichtlinearitéit zu nicht mehr tolerierbaren Fehlern fiihrt.

A10) Der Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Dehnungen sei linear

oc=FE¢ E ¢ %

Dies ist das HOOKEsche Gesetz, das ein einachsiges, einfaches linear elastisches Material-
verhalten beschreibt. Es ist nach dem englischen Physiker ROBERT HOOKE'' benannt, der
es um 1675 lateinisch so formulierte

ut tensio sic vis
(als Anagramm <ceiiinosssttuv>).

Das HOOKEsche Gesetz ist das einfachste und zugleich wichtigste Materialgesetz der
Festkorpermechanik. Obwohl es alle nicht-linearen und alle inelastischen Effekte vernach-
lassigt, beschreibt es viele Werkstoffe in ingenieurmédfigen Anwendungsbereichen
hinreichend genau.

Die reelle Materialkonstante £ heiflt Elastizititsmodul oder elastische Steifigkeit (engl.
YOUNG's"” modulus). Da & dimensionslos ist, hat £ die Dimension [Spannung = Kraft pro
Flache].

Fir E erwarten wir positive Werte, die durch Messungen (z. B. am einachsigen Zug-
versuch) bestimmt werden und in Handbiichern fiir die Materialien zusammengestellt sind.

Beispiele sind (Durchschnittswerte bei Raumtemperatur) GPa= 10’ Pa = 10° N/m’

Eisen und Stahl E=210 GPa
Aluminium E= 70 GPa
Kupfer E=120 GPa
Messing E=100 GPa
Nickel E =200 GPa
Zinn E= 50 GPa
Glas E= 70GPa
Beton E= 30GPa
Holz E=8+16 GPa

Da groflere Temperaturinderungen auch zu Dehnungen fiihren konnen, erweitert man fiir
diesen Fall das HOOKEsche Gesetz um einen Term, der im einfachsten Falle linear in der
Temperaturdifferenz gegeniiber einer Bezugstemperatur (oft Raumtemperatur) angesetzt wird.

A11) Die Warmedehnung sei linear in der Temperaturdifferenz
er = alAl

mit
er Wiérmedehnung [dimensionslos]

" Robert Hooke (1635 - 1703)
'2 Thomas Young (1773 - 1829)
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A  Temperaturdifferenz [Grad K oder C] bez. Bezugstemperatur
a thermischer Ausdehnungskoeffizient [Grad K _1]

Damit lautet das thermoelastische HOOKEsche Gesetz

£ = + a Al (lineare Thermoelastizitit)

g
E

Fiir den Ausdehnungskoeffizient & hat man folgende Werte ermittelt:

Aluminium «=23 -10°% K!
Blei a=294-10° K!
Eisen, Stahl «=12 -10° K’
Kupfer a=168-10° K
Nickel a=128 -10° K
Stahl a=11,7-10° K
Zinn a=27 -10° k!
Messing a=18 -10° K'
Beton a=10 -10° k!
Glas a=05 -10° K!
Keramik oa=4 .10° K
Holz a=3+9.10° K

Fiir den betrachteten Zugstab erhalten wir damit insgesamt die Differentialgleichung

u':i +a Al
EA

Alle hierin vorkommenden Gréfen konnen von der Léngskoordinate x abhédngen. Das
Produkt EA heiflt Dehnsteifigkeit des Stabes.

Nur in Spezialfillen sind die hierin vorkommenden Variablen bereichsweise konstant, wie

u' in Bereichen konstanter Dehnung (linearer Verschiebung)
N in Bereichen ohne duflere Lasten

E, o in Bereichen mit homogenem Material

A in prismatischen Bereichen

A@  in Bereichen gleicher Temperatur

Zur Losung des anfianglich formulierten Problems der Bestimmung der Verschiebungen in
einem Zug-/Druck-Stab unter den gemachten Abnahmen ben6tigt man die Kenntnis

der Geometrie (4(x), /) und Randbedingungen des Stabes

der aus den angreifen Kriften resultierenden Normalkrifte N(x)

der Temperaturdnderungen A&(x)

der Materialkonstanten E , o .

In diesem Fall hat die obige Differentialgleichung eine eindeutige Losung u(x), 0 <x<1/.
Ist in unserem Beispiel der Stab

e aus homogenen Material

e prismatisch
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e bei Raumtemperatur (A= 0) ,
S0 ist

Nx) = pgA(l—-x)+G
und damit

u(x)'= i: pg(l—x)+£,

EA E EA
woraus mit der Verschiebungs-Randbedingung
u(0)=10
folgt

ux) = %(lx— SRR

VV/Q
N
X
e
e

o
Q

Federn

Greifen an einem elastischen Zugstab nur Endkréfte an, so besteht ein linearer Zusammen-
hang zwischen der Kraft F und der Langenidnderung des Stabes Al

F=Cul)= CAl

C wird als Federsteifigkeit bezeichnet, der Kehrwert als Nachgiebigkeit. Fiir einen homo-
genen prismatischen Stab berechnet sich der Proportionalititsfaktor beispielsweise als

C =FEA/l.

Man benutzt ein Federsymbol einer Schraubenfeder

VWA~

Analog hierzu gibt es Dreh- oder Spiralfedern, bei denen der Drehwinkel proportional zum
angreifenden Moment ist

M = CAgp.

Bei einer Parallelschaltung zweier Federn sind die Lingendnderungen gleich
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Al] :AZZZZAZ C[ F]

G F

wihrend sich die Krifte addieren

F=F+F =CA+CA = (C+C)Al.
Bei einer Parallelschaltung addieren sich die Federsteifigkeiten.
Bei einer Reihenschaltung von Federn sind die Federkrifte gleich

F1:F2:F

A~

C] , Al] CZ B Al]

und die Langeninderungen addieren sich
Al = A11+Alg = F/C1+F/C2 = (]/C[ + ]/CZ)F
Bei einer Reihenschaltung addieren sich die Federnachgiebigkeiten. Damit erhdlt man

F= SS9y
C;+C,

Durch Parallel- und Reihenschaltungen kann man Strukturen erzeugen, die sich insgesamt
immer wieder als eine einfache Feder beschreiben lassen.
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Balkenbiegung

Die Theorie der Balkenbiegung wurde im Wesentlichen zwischen 1694 und 1705 von
JACOB BERNOULLI" entwickelt.

ao |

z, wi(x)

Um die Durchbiegung der beiden Beispiele zu bestimmen, fiihren wir (durch die gestrichel-
te Faser) ein KOOS ein und bezeichnen die Verschiebung der Balkenachse in Richtung z mit

w(x) .

Folgende Annahmen sollen erfiillt sein:

BI1)  Der Balken ist unbelastet gerade.
B2)  Sein Material ist tiber den Querschnitt homogen und linear elastisch
(HOOKEsches Gesetz).
B3)  Normalkréfte im Balken sind nicht vorhanden; es greifen nur Momente M,(x) und
Querkrifte O.(x) an (ebene Belastung).
B4)  Der Einfluss der Querkrifte auf die Verformung des Balkens kann vernachlissigt
werden (wird spéter gesondert untersucht).
B5) BERNOULLIsche Hypothese
Die Balkenquerschnitte bleiben eben und senkrecht auf der Balkenachse.
— ~_._ _{._ _.+ —— _}.- _.*_ _._}‘_,_}‘_,_‘}_,
T
B6)  Die Verschiebungen (= Durchbiegungen) sind klein.
B7)  Der Querschnitt sei axial-symmetrisch beziiglich der z-Achse. Die Lasten greifen in
Richtung dieser Achse an (ebene Biegung).
y <

Q- ILAE
vZ z "Z z z

1 Jacob Bernoulli (1655 - 1705)
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Wir schneiden an zwei Querschnitten im Abstand Ax, ein Stiick des Balkens frei.

Axgp w(x)| z Ax
. /

positiv gekrimmt ungekrimmt negativ gekrimmt

Dieses Balkenstiick kriimmt sich infolge der Biegemomente, die Querschnitte bleiben jedoch
eben und normal zur Balkenachse geméll BS5. Auf der einen Balkenseite werden die Fasern
gedehnt, auf der gegeniiberliegenden gestaucht. Aus Stetigkeitsgriinden muss es zwischen
dem Zug- und Druckbereich eine neutrale Faser geben, die ihre urspriingliche Linge Axy
behilt. In die neutrale Faser legen wir den Ursprung der z-Koordinate. Die um w(x)
verschobene Lage der neutralen Faser wird Biegelinie genannt.

Der Kriilmmungsradius R(x) der Biegelinie an der Stelle x ist definiert als Grenzwert des
Abstandes der Biegelinie vom Schnittpunkt der verlingerten Querschnittsradien fiir
Axg — 0. Die Vorzeichenkonvention von R ist aus der Abbildung ersichtlich.

Betrachten wir nun eine Faser im Abstand z von der neutralen Faser. Unverformt hat sie
die Linge Ax,. Fiir die verformte Linge Ax gilt fiir den Grenzwert Axyp — 0 nach dem
Strahlensatz die Proportionalitét

Axy = Ax Ax R—z

z
= = =1/-— .
R R-z Axy R R

Seine Dehnung ist

Ax — Ax Ax(z) z
gx,2) = lim ——— = i —1=- ,
Axén—1>0 Axy sznio Ax R(x)

die nur von x und z abhingt, nicht aber von y .

Nach dem HOOKEschen Gesetz gilt fiir die Normalspannungen _% @

olx,z) = Ex) e(x,z) = — Ewx) © 3\

R(x) ¢ >

o(x,z2)

mit dem Elastizititsmodul E(x) , also eine lineare Spannungsverteilung im Querschnitt. Die
daraus resultierende Normalkraft N(x) soll gemifl B3 verschwinden
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| zdd = | zdA=0.

p— J— — Z —
0=Nw = [ odd=] —E(x)EdA——R(x)M I

Damit geht die neutrale Faser (z = 0) (unabhingig vom Biegemoment) durch den Fldachen-
mittelpunkt vom Querschnitt .

Die Biegemomente infolge o(x,z) sind

Mx) = | olr,)zdd = ‘RE(X) |

mit dem Flichentrigheitsmoment

L) =] ZdA >0

beziiglich der neutralen Faser.

Damit ergibt sich als Beziehung zwischen Spannung und Biegemoment

o(x,z) =

Das Extremum liegt dort, wo z am grofBten ist, also immer am Rand des Querschnitts. Je
nach dem Vorzeichen vom Biegemoment liegt also der Zugbereich (o> 0) im Bereich z > 0
und der Druckbereich (o< 0) im Bereich z < 0 (fiir M) > 0), oder umgekehrt (fiir M, < 0).

Die Biegemomente in z—Richtung sind

M, (x)
M, =-1] ox,z) ydd = [ (-zy)dA.
o 1 y (x) o
Das Integral hei3t Deviationsmoment
z=b g,(z) z=b 2
L(x) :=—] zydd =— | [ zydydz=- [ =z P ?8 dz .
7 z=a g,(z) z=a 2 !

Wegen der in B7 vorausgesetzten Symmetrie des Querschnitts ist jedoch g;(z) = — g»(z) und

damit das Integral gleich Null und M. =0 (in Ubereinstimmung mit B3).

y=2g2) y=gi(2)
a

b

z

v

Um den Zusammenhang zwischen der Durchbiegung w(x) und dem Kriimmungsradius der
Biegelinie R(x) aufzustellen, betrachten wir die Differenzial-Geometrie ebener gekriimmter
Kurven. Die Ableitung w(x)' entspricht dem Tangens des Neigungswinkels «a(x) der Kurve
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w(x) = @ = tan a(x) = oa(x) = arctan w(x)' .
X
Also ist
da(x) = i{arctan wx)'} = L)’Z .
dx dx I+ w(x)

Das Linienelement der Kurve ist (siche Seile)

ds = N(dx’ +dw’) = {dx’ + (‘;—Wj dx’y = NI+ wx)ydx.
X

Die Kriimmung x einer Kurve ist definiert als Ableitung des Neigungswinkels « nach der
Bogenlinge s

”

do da(x) dx w(x)

ds dx ds 2)3/?2
[]er(x) ]

(nach EULER). Diese Beziehung ist nichtlinear. Entwickeln wir den Bruch in eine
TAYLOR-Reihe

12

:1—iw+ a
2

1 1 N
3/2 — )
(1+w’2) §

und betrachten gemif3 B6 nur den linearen Anteil, so erhalten wir

K(x) = wx)".

Man entnimmt der Zeichnung den Zusammenhang ds = R da , woraus folgt x = é .
—E(x) 1, (x)

R(x)

Mit M(x) = erhalten wir die Biegelinien-Differentialgleichung

My(x) = — E(x) L,(x) w(x)" NAVIER' (1826)

Das Produkt E I, heillt Biegesteifigkeit. In Analogie zur Zugstab-Dgl.
N=E Au' hingt die Schnittlast M, wieder ab

e vom Material (E)
e von der Querschnittsgeometrie (/,) und
e von der Verschiebung w(x) .

Durch zweifache Integration erhilt man die Biegelinie als

' Louis Marie Henri Navier (1785 - 1836)
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M
w(x) = —H#dxz + Cox + C

y

mit zwei Integrationskonstanten Cp

Lager und Gelenke zu entnehmen.

In Bereichen homogenen Materials und prismatischen Querschnitts hingt die Biege-
steifigkeit £ [, nicht von x ab und kann vor das Integral gezogen werden, was die

Integration vereinfacht.

Wir erhalten folgende analoge Gleichungen.

und C; , die aus (kinematischen) Rand- und
Ubergangsbedingungen fiir die Biegelinie bestimmt werden. Diese sind der Tabelle der

Dehnung Biegung

Gleichgewicht Nx)' = —n(x) M,(x)" = 0.(x) = —q(x)
Querschnittsgeometrie Ax) = [ dA Lx) =] 2 dA

o of

) N (x) M, (x)

Spannungsverteilung o(x) = ox,z) = z

A(x) 1,(x)
Elastizitédts-Dgl. N =FEAu' M, = -EL,w"

Manchmal benédtigt man an Schnittstellen Ubergangsbedingungen wie

wi(x) = wa(x)

und

wi(x) =

wa(x)'.

Beispiele: Unter dieser Voraussetzung erhalten wir fiir die beiden Beispiele

Z F

R 4
% zZ, Wi\X)

v z, Wz(x)

Biegemomente

M,(x) = —F (I-x)
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Randbedingungen
wi(0)=0 w2(0)= 0 =wx(l)
wi(0)' =0
Biegelinie
2 3
F X X q0 3 3 4
= —(— -—— = ——Fx-2Ix+
wix) Ely( 2 6 W) 24E1y( ¥-2ixtx)

Kleine Verformungen
Wir haben bisher vorausgesetzt, dass

e die Lasten so klein sind, dass damit auch

e die Verschiebungen und Verformungen klein sind, so dass es gerechtfertigt ist

e die Verschiebungs-Verzerrungsbeziehungen zu linearisieren, also z. B. in ¢ =— x -z die
Krimmung x durch w"” zu ersetzen (geometrische Linearisierung); und

e die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen zu linearisieren: o = E ¢ (HOOKEsches Gesetz)
(physikalische Linearisierung).

Damit erhalten wir eine lineare Theorie, die nur fiir kleine Verformungen gilt. Obwohl
der Anwendungsbereich einer solchen Theorie bei Ingenieurproblemen sehr grof3 ist, werden
bestimmte Effekte hierbei grundsétzlich vernachlissigt. Beispielsweise

1) Langsverschiebungen infolge Biegung

unverbogen

gebogen

Die Bogenlédnge einer Kurve w(x) in einem Intervall [0, /] ist (s. Seile)

[
lp= [ds = | NI +w'?) dx
< 0

wegen der Reihenentwicklung der Wurzel

/
NUI+w) =1+hw =w'+. .~ 1 = lp~ | dx =1
0

Es ist
ur — l—l(),

was bei Vernachldssigung der nichtlinearen Terme gleich Null ist.
Die Léingsverschiebung infolge Biegung wird in der linearen Theorie vernachldssigt.
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2.) Die Neigung der Biegelinie ist

w=tana=a+13a +2/15a + ...,
so dass man in der linearen Theorie

w'r«a
setzt. Dabei ist der Winkel im Bogenmal} auszudriicken.

In der linearen Theorie steht also

J w(x) fir die Verschiebung
. w'(x) fir die Verdrehung
o w''(x) fir die Krimmung
des Balkens.

3.) Gleichgewicht in der unverformten und verformten Lage

o —
% z w(x) “

unverformt verformt

Schneiden wir den Endquerschnitt frei, so erhalten wir die Gleichgewichts-Bedingungen

F
Q
TN a
M
a o
axial: N=Fsina=F(a—?+?+...)z0
a’ o
transversal: Q = Fcosa = F (I - o + o - = F,

wobei vorausgesetzt wird, dass « betragsméBig klein ist.

91
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In der linearen Theorie werden die Gleichgewichtsbedingungen am unverformten System
angeselzt.

4.) In der linearen Theorie gilt das

Superpositionsprinzip der Verschiebungen
Die Verschiebungen u(x) und w(x) infolge einer Kombination von Lasten sind gleich der
Summe der Verschiebungen infolge jeder einzelnen Last.

Ebenso gilt die Proportionalitiit:
Die k—fache Last bewirkt die k—fachen Verschiebungen k u(x) und kw(x) .

Damit kann man an einer beliebigen Stelle im System Schnittlasten, Spannungen, Defor-
mationen und Verschiebungen infolge komplexer Kraftsysteme aus einfachen Lastgruppen
zusammensetzen .

Beispiel:

Bewirkt F; die Verschiebungen w;(x) und u;(x),

bewirkt F, die Verschiebungen w,(x) und ux(x),

so bewirkt das Last-Ensemble {k; F;, k; F»} die Verschiebungen
ki wi(x) + k; wo(x) und k; u (x) + ks us(x)

in jedem Punkt x fiir alle reellen Zahlen %; und %, .

Prinzip von DE SAINT-VENANT

Wir hatten in der Statik gezeigt, dass man linien-, flichen- und volumenverteilte Kréfte in
der Weise durch Einzelkréifte und -momente ersetzen kann, dass sie in die Gleichgewichts-
bedingungen gleich eingehen, also beispielsweise zu denselben Auflagerreaktionen und
bereichsweise denselben Schnittlasten fiithren, also statisch dquivalent sind. Aber fiihren sie
deshalb auch zu denselben Verformungen und Verschiebungen? Betrachten wir dazu ein
Beispiel. Ein Balken auf zwei Stiitzen werde durch eine mittige konstante Streckenlast ¢, in
einem Interval 2a belastet. Die dazu statisch dquivalente Einzelkraft wire
F=2aq, die in der Stabmitte angreift.

Offensichtlich sind in beiden Fillen die Auflagerkrifte identisch (a gy) wie auch die
Schnittlasten in den Bereichen 17, also auBlerhalb des Bereichs, in dem gy wirkt. In den Be-
reichen [ sind sie allerdings unterschiedlich.

qo
_____ — I ___Pé
fz, wy(x) |a | a
Bereich 1 Iy1| I
F
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Betrachten wir nun eine Folge von Lasten, bei denen @ immer kleiner und ¢y immer
grofler wird, so dass ¢y - a konstant ist, so unterscheiden sich die Schnittlasten in einem
immer kleineren Gebiet voneinander und sind fiir den Grenzwert @ — 0 identisch. Dabei
wiirde aber ¢, iber alle Grenzen wachsen und zu unendlich groflen lokalen Spannungen
fiihren, die im Balken auch zu lokal unendlich grof8en Deformationen fithren wiirden. Sind
aber die Schnittlasten und Randbedingungen identisch, so auch die Biegelinien. Findet dieser
Grenziibergang stetig statt, so erwarten wir eine um so bessere Ubereinstimmung, je kleiner
die Bereiche / im Vergleich zu /I sind. Wir erkennen also zweierlei:

e im Nahbereich / fiihren statisch dquivalente Lasten zu unterschiedlichen Wirkungen wie
Spannungen, Deformationen, und in deren Folge auch zu unterschiedlichen Schnittlasten,
Verschiebungen, usw.,

¢ mit zunehmender Entfernung vom Nahbereich fiihren statisch dquivalente Lasten zu immer
dhnlicheren Wirkungen.

Diese Erkenntnis wird allgemein ausgedriickt in folgender Annahme:

Prinzip von DE SAINT-VENANT"
In hinreichender Entfernung vom Angriffsbereich eines Lastsystems hdngt dessen Wirkung
auf die mechanischen Grofen nur noch von dessen statisch dquivalenten Resultierenden ab.

Flichentragheitsmomente

Im Folgenden werden wir die Annahme (B7) fallen lassen.

Die Flichenmomente 2. Ordnung sind beziiglich der Querschnittskoordinaten y und :z
(Ursprung im Flachenmittelpunkt) definiert als

¢ axiale Triagheitsmomente

L := [ Z2d4 >0

of

L:= [ y'dd >0
o

e Deviationsmomente

1

1z vzdA,

=1y = -

]
o/
die positiv, Null oder negativ sein konnen.

Thre Dimension ist [Lange’], ihre Einheit z. B. mm’ Sie werden in der Balkenbiegung
bendtigt und kdnnen bestimmt werden

e durch direkte Integration
e durch numerische Integration oder
e man entnimmt sie Tabellenwerken.

» Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797 - 1886)
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b 2r
ye h Y
vZ z
Beispiel: Rechteckquerschnitt
b h b
) R 23 +g
IyZ;szZ j- Ihz dzdy = Ib?-h dy
¥ = 2
b I
1 hg h s o bk’
= — (=) -C=)}idv = —dy = —.
J 3G -ehd =] Gy =
y=75 }’=*E
, hb’
Analog erhdlt man I, = DS und I, = 0.

Fiir den abgebildeten gleichschenkligen Dreiecksquerschnitt sind

bi’ b’h
—_— Iz:_ Iz:0
7 36 48 >

und fir den Kreisquerschnitt

4
nr
Iy:IZ:T IyZZO.

Durch Anwendung einiger Regeln kann man sich die Bestimmung stark vereinfachen.
Regel: Gebietseinteilung

Zerlegt man den Querschnitt .27 in disjunkte Teilquerschnitte .24, %%, ..., 9 :

Y = UL .. U, o
mit
AN =D firi#j, V. 4
so folgt
Ko7
= Zdd= | ZdA+ | Zd4d +..+ [ ZddA 1z
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und fiir 1., /,, entsprechend.

Man kann auch ,,negative Querschnitte* fiir Locher, Hohlrdume usw. einfiihren. Ist

of = A\ oA mit o4co
o
so gilt « Ko7
y
= Zdd= | Z7dd - | 7 dA.
o/ A A
ZV

Dabei beziehen sich aber die KOO y und z grundsétzlich auf den Fldchenmittelpunkt des
Gesamtquerschnitts .o7.

Will man die Kenntnis der Trigheitsmomente 1;, I ;, I,,; der Teilquerschnitte beziiglich
der KOO der Flichenmittelpunkte der Teilquerschnitte nutzen, so kann man dies mit einer
KOO-Transformation tun. Seien

{v,z} die KOO beziiglich des Gesamtmittelpunktes M von .27

{Voi s zoi} die KOO des Teilmittelpunktes M; von &4 bez. M

i, zi} das KOO beziiglich des Teilmittelpunktes M; M;
y < ’M
dann gelten Y = yoi + yi z— ) (Ht zos
yi A
z = zpitz;. - M;
| 1 Z;
Damit erhdlt man fiir das axiale Tragheitsmoment von 4; w

L= Z2dA = | (zi+z) dA
o

oA

= [ zof dA+ | 2zyz; dA+ | z7 dA
o o

oA

=zof [ dA+2zy [ zdA+ | z7 dA = zof A + I
o .

sowie analog

L = | ydd=yi 4+ L
Iyz = _5[/ vzdA = —yo; zoi A;i + Iyzi

und damit die Regeln:

Satz von STEINER'
Die Tragheitsmomente des Gesamtquerschnitts ergeben sich aus denjenigen der Teilquer-
schnitte gemal

'* Jakob Steiner (1796—1863), s. a. Huygens (1673), Euler (1765), Cauchy (1827)
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L =Y (L + zoi 4)
i=1

L= (i + yoi A)
i=1
Iyz = Z (Iyzi — Yoi zoi A;)

i=l1

mit
{oi, zoi} Koordinaten des Teilmittelpunktes M; von .24 bez. M
A; Flacheninhalt des Teilquerschnitts .o
L = rj// z7 dA Tragheitsmomente der Teilquerschnitte .27
L; = | yiz dA bezogen auf deren
oA
L, = — ff/ vizi dA Flachenmittelpunkte

96

Wihrend bisher das KOOs nur verschoben wurde, kann es auch niitzlich sein, das KOOS

durch eine Drehung um einen Winkel ¢ zu transformieren.
Es gelten dann die KOO-Transformationen

y = rcosQ +ssing

z = —rsing +scose .
4
Damit wird
L= | ZdAd = | (~rsing + scosp)’dA z s
o o
= [ (Fsin*p +5° cos’p — 2rssing cos) dA
o

= [ sin2¢ + I, cos2¢) + 2[5 singp cosg.
Mit den trigonometrischen Beziehungen
2 SiﬂZ([) = Il—cos2¢
2 cos2¢ = [+cos2¢
2 singp cosp = sin2@
ergibt dies die Regel:

I, = Yol + 1) + (I~ 1) cos 2 + Ly sin 2¢

wie auch analog

L =%+ — % —1)cos 2¢ — Lssin2¢
I, = — U, —L)sin2¢ + Iscos 2¢
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Gelten speziell [, =15 und I,,=0,sosind [, = I, =1, .

Durch Summierung der Gleichungen erhélt man die Invarianzbeziehung
(Spur) L+ =+,

und im Produkt

(Determinante) LI, — Iyzz =L — Irs2 .

Demnach ist 7, Null fiir Winkel ¢y +n 772, n natiirliche Zahlen, fiir die

~
S
Il

tan 2¢

21 >
tan 2 = — 15 —7/2 /2
o

r N

gilt. Diese Gleichung hat fiir jeden Wert des Quotienten eine Losung ¢y im Intervall
[-74 , n/4) , also innerhalb von 90°. Fiir [, = I; ist eine Losung ¢y = /4 . Die Losung
wiederholt sich alle 90°.

Definition: KOO-Achsen, beziiglich derer [, = 0 ist, heilen Haupttrigheitsachsen
(HTA) des Querschnitts. Die axialen Flachentragheitsmomente beziiglich HTA heiflen
Haupttrigheitsmomente.

Dann gelten folgende Aussagen:
o Haupttrdgheitsachsen lassen sich fiir jeden Querschnitt finden.

o Achsen, die senkrecht auf Haupttrigheitsachsen stehen, sind ebenfalls Haupttrdgheits-
achsen.

o Gelten speziell I, =1; und I, =0, so sind alle Achsen HTA.

Gelten speziell I, =1 und I;=0,sosind I, = I, =1, und alle Achsen sind HTA, wie beim
Kreisquerschnitt oder quadratischen Querschnitt.

Bildet man die Ableitung von I, nach ¢

dl
—= = —(,—1L)sin2¢ +215cos2¢p = 21,
do
so erkennt man, dass dies fiir ¢ = ¢ Null wird. Dasselbe gilt analog fiir dIZ . Damit
@

haben die axialen Triagheitsmomente beziiglich der Haupttragheitsachsen Extremalwerte
(eines Maximum, eines Minimum), wéhrend sie fiir alle anderen Achsen immer dazwischen
liegen.
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Beziiglich der Haupttrdagheitsachsen y , z fir ¢ = ¢y ergibt sich aus den Invarianz-
beziehungen
(Spur) = L= n+-L"
und
(Determinante) = ' =n-1 = @+ LY
= Py L -1 L+ =0,

eine quadratische Gleichung mit den beiden Losungen
L =%+ I) %+ L)Y — LI+ 15}
= B+ 1) £ {% - 1) + 1}
Gilt das eine Vorzeichen vor der Wurzel fir ", so gilt das andere fiir IyH .

Wir hatten bereits gesehen, dass beziiglich Symmetrie-Achsen eines Querschnitts 7, = 0 ist.
Also sind Symmetrie-Achsen immer Haupttrigheitsachsen.

Mathematisch gesehen, handelt es sich um das Eigenwertproblem der symmetrischen Matrix

I)’ I)’Z
I, I,
Die Haupttragheitsmomente sind deren Eigenwerte, die Haupttrigheitsachsen deren

Eigenrichtungen.

Beispiel: L-Profil

11$ A

54 A
z r
100
v
s v

0) Einteilung in Teilquerschnitte, Wahl eines bel. KOOS {r, s}
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1) bestimme die Querschnittsflache
A=A+ Ay = 1100mm’ + 594 mm’ = 1694 mm’
und deren Mittelpunkt bez. {r,s} im Mittelpunkt von A4,
Fm = (Fmi At rmA2) 1A = [0— (Y211 mm + %54 mm) Ayl A= — 11,4 mm
Sm = Smi A1+ smaA2) /A = [0— (%2 100mm — % 11 mm)Ay] /A= —156mm
In den Mittelpunkt legen wir das KOOS {r, s}
2) bestimme die Tragheitsmomente bez. {r, s} nach STEINER
L = L+ sof A1 + Lo + 505’ 4>
=100 mmy’ 11 mm /12 + (15,6 mm)’ 1100 mm’
+ (11 mm)’ 54mm /12 + (- 44,5 mm + 15,6 mm)’ 594 mm’ = 168,6 cm*
I, = I + rof A + Iy + 1o’ 4> = 56,3 em®
Ly = Li — ro1So1 A1 + Lo — ro2502 A2
= 0 — 11,4 mm x 15,6 mm x 1100 mm’
+0 — 21,1 mm x 28,9 mm x 594 mm’ = — 55,8 cm’
3) bestimme die HTA als y- und z-Achse durch den Winkel ¢y zwischen » und y

tan 2y = s _ (=55,8 cm®) [ (168,6 cm®— 56,3 cm*) = — 0,994

I, -1,
@ = 67,6°+n90°
4) bestimme die Haupttragheitsmomente IyH und L"
L= %+ 1L) 2 %~ LY + 15} = 112,45 em® £79,2 cm’

L = 332cm’ L = 191,6 cm’

Schiefe Biegung

Bisher haben wir uns wegen B3 und B7 nur mit ebener Biegung beschiftigt. Diese beiden
Annahmen sollen nun fallen gelassen werden, wéihrend alle anderen weiterhin gelten sollen.
Da wir das Balkenproblem fiir Normalkréfte bereits vorab geldst haben, schrianken wir uns
auch weiterhin auf das reine Biegeproblem ein:

B3")  Normalkréfte im Balken seien nicht vorhanden; es greifen nur Momente M,(x) und

M (x) und Querkrifte Q,(x) und Q.(x) an.

B7") beliebiger Querschnitt
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Da wir die gestrichelte-Faser-Konvention nur fiir den ebenen Fall eingefiihrt haben, miissen
wir jetzt das KOOS angeben. Wir wihlen weiterhin die x-Achse in der neutralen Faser und
die y- und z-Achse beliebig in der Querschnittsebene. Damit liegen folgende Lasten vor:

in x iny n z
Biegemomente - M,(x) M,(x)
Querkréfte - 0,(x) 0.(x)
Normalkraft N=0 - -
Streckenlasten n=20 gy(x) q-x)
Sie bewirken:
Verschiebungen u=20 v(x) w(x)

: i

<

0: q: 0.
M, 4§ly positive Momente M,
C | fithren zu

negativer Krimmung

Oy

T;x
e

K

qy Qy
l/l positive Momente M,
fithren zu
positiver Kriimmung

|
[ ]
|

—
N\

I

Wir erinnern uns an die beiden Schnittlasten-Differentialgleichungen
My(x)™ = 0:x)" = —gq:(x)

M(x)" = = 0)x)" = gx).

Wenden wir nun die Ableitungen der ebenen Biegung in den x-y— und x-z—Ebenen an, so
erhalten wir fiir die Dehnungen in Stabrichtung unter Benutzung der BERNOULLIschen
Hypothese
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z " "
e(x,y,z>=R—yy RSy
mit der weiterhin beibehaltenen Einschrinkung auf kleine Deformationen. Nach dem
HOOKEschen Gesetz ist die Normalspannung auf dem Querschnitt

o(x,y,z) = Ex)e(x,y,z) =—EQM"'y + w'z)
mit dem Elastizitdtsmodul £, also wieder eine lineare Spannungsverteilung im Querschnitt.

Die daraus resultierende Normalkraft N(x) soll gemdll B3 verschwinden:

0=Nx)= | ocdd =[] —EM"'y + w'z)dA
o o

=_—EQ" [ ydd + w' | zdA)
o o

= [ ydAd =0 und [ zd4d =0,
i-74 oS

was wiederum gilt, wenn die neutrale Faser (y = 0 = z) durch den Flachenmittelpunkt von 4
geht.

Wir berechnen das Biegemoment im Querschnitt infolge der Lédngsspannung o als

M(x) = M,e, + M;e,

| rxoe dA
k7

= | (xectye, +ze ) xoe dAd
o

= [ oczdde — | oydde
74 74

und komponentenweise

M,=1[ oczdd= ] —E(WV'y + w'2)z dd
o of

= —EQO" [ yzdd +w" [ 2 dA)
k-7 k7

M, = EL,v' — EL, w"

und

M,= - | oydd = | E(WV'"y + w'2)y dA
of of

=EOW' | ydA+w' | yz dA)
o/ o/
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M, =ELV'— EIL,w"

Dies sind zwei Differentialgleichungen in den Verschiebungen. Sie sind
e linear, weil v und w linear von M, und M. abhingen;
e gewohnlich, weil nur nach x abgeleitet wird;

e gekoppelt, weil v und w in beiden Gleichungen vorkommen.

Lost man sie auf, so erhdlt man

M_I,-M.,I

Evt o= 2%y yZyz
I,1,-1,

M, I, —M.,I

Ew'" = z4yz yZ z
I,1,-1,

Die Spannungen ergeben sich dann zu

(Mz Iy _My ]yz)y - (My

2
1,°-1, I,

I,-M, I,):z

ox,y,z) =

Die BERNOULLIsche Hypothese hat also in Verbindung mit dem HOOKEschen Gesetz auch
hier wieder zur Folge, dass die Spannungsverteilung im Querschnitt linear ist. Man kann sie
sich als Ebene darstellen, die den Querschnitt in einer Geraden (mit o = () schneidet, die
immer durch den Fldchenmittelpunkt geht, ansonsten aber von dem Belastungszustand
abhéngt (wegen M, und M;).

Unser Problem der schiefen Biegung wird erheblich einfacher, wenn y und z Haupttrig-

heitsachsen des Querschnitts bilden. Dann ist /,, = 0 und die beiden Biegelinien-Differential-
gleichungen sind entkoppelt

M, = - EL/ w" bez. HTA
M. = EL"v"

und die Spannungsverteilung im Querschnitt wird einfacher
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M ,(x) M. (x
o,y z) = yH z — ng ) V.
1 1!

Die unbestimmte Integration liefert

v(x) = ”Ljidxz + Cix + G
EI;
M
w(x)Z—H L dx2+C3x+C4.
El

y

103

Die vier Konstanten C; miissen durch vier Rand- oder Ubergangsbedingungen bestimmt

werden.

Fiir jeden prismatischen Stab, bei dem die Haupttragheitsachsen nicht von x abhéngen,
konnen wir uns auf sie beziehen und damit das Problem der schiefen Biegung auf zwei
entkoppelte Probleme ebener Biegung zuriickfithren (falls nicht die Randbedingungen

gekoppelt sind).

Damit bietet sich fiir statisch-bestimmte Biege-Probleme prismatischer Stibe folgendes

Vorgehen an:

1) bestimme die Querschnittsfliche und deren Mittelpunkt als Ursprung des KOOS

2) bestimme alle Flichentragheitsmomente bez. des Mittelpunktes

3) bestimme die Haupttragheitsachsen als y— und z—Achse

4) bestimme die Haupttragheitsmomente IyH und 1"

5) bestimme die Biegemomente M, und M, aus den Gleichgewichts-Bedingungen

6) lose die entkoppelten Biegeprobleme in der x—— und der x—~z—-Ebene

7) superponiere (oder addiere vektoriell) die Verschiebungen zu

u = v(x)e, + wx)e;.
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Fortsetzung des Beispiels: Schiefe Biegung eines L-Profils

Durch eine vertikale Endlast beanspruchter Kragtriager mit unsymmetrischem L-Profil

F
v
11])
54
» 7
A
# -
zZ,W r -
100
sv |y
v
u S
4,

5) bestimme die Biegemomente M, und M, aus den Gleichgewichts-Bedingungen
M, = F(x-1) M; = 0

Transformation auf HTA
M, = M, cos o+ Mg sin ¢y = —F (I—x) cos ¢
M, = —M, sin @y + Mscos @y = F ([—x)sin ¢y

6) lose die entkoppelten Biegeprobleme in der x—— und der x—=—-Ebene

Randbedingungen: v(0) = 0 = w(0) vi(0) = 0 = w'(0)

. — Mz 2 _ F 2 3 .
y: v(x) = ”mdx +C1X+C2—m(lx/2—x/6)5'll’l¢()

V4 z

104
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M
zZ: w(x) = .y L d* + C;x + C4 = LH (sz/g—x3/6) cos @y
El, I
w(x) _ cosgpoi ~ 54
v(x) Sin @ If '

7) damit ergeben sich die Verschiebungen in »— und s—Richtung

r: vAx) = —w(x) sin ¢y + v(x) cos @y = g (1 x°/>—x/5) sin @y cos @y (—LH + %)
y z

s wy(x) = w(x) cos @y + v(x) sin @y = g ( x*/5 —x3/5) (cosz ) ILH + sin’ M LH)
y z

Man kann alternativ auch die gekoppelten Dgl. bez. {r, s} aufintegrieren

. 1 Mslr_Mr]rs F _]rs
E Ir]s_lrs Irls_]rs
. 1 Ms ]rs _Mr]s F _Is
S WS - — 2 - E—Z(x_l).
E Irls_]rs Irls_lrs

Obwohl die Kraft senkrecht wirkt, verschiebt sich der Stab nicht nur nach unten, sondern
auch zur Seite, und zwar im Verhéltnis I,/ 1, ~1,01.

Knickstabe

In der Theorie erster Ordnung betrachtet man kleine Verschiebungen und Verformungen
und setzt die Gleichgewichtsbedingungen am unverformten System an. In vielen Fillen ist
dies gerechtfertigt. Bei Stabilititsproblemen jedoch haben die Verschiebungen groflen
Einfluss auf das Gleichgewicht, der mit der Theorie erster Ordnung nicht beschrieben werden
kann.

In der Theorie zweiter Ordnung setzt man die Gleichgewichtsbedingungen am verformten
System an, benutzt aber weiterhin die Linearisierung

n

w(x) N

K(x) = T ~w(x)".
(I+w(x) j

Erst in einer Theorie dritter Ordnung wird diese nicht mehr vorgenommen, wodurch die
resultierenden Dgls. aber nicht-linear werden.
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Beispiel: EULER-Fall I
wil) w(l)
F M F F F
L) Wl |,
\V
ppb

7 7
Fall I
mit Exzentrizitat ohne Exzentrizitat

Fiir das System mit Exzentrizitét erhilt man nach der Theorie 1. Ordnung

Mix) = -F-a

Fa x*
wx) = — —,
) ElI 2

was fiir @ = 0 nur die Nulllosung liefert. Nach der Theorie 2. Ordnung erhilt man
M(x) = —[a+w()—wX)] F,
woraus mit der Biegelinien-Dgl. M(x) =— EI w"(x) die Dgl.

EIw"(x) + Fw(x) = F (a +w(l))

folgt. Sie ist

gewohnlich

2. Ordnung

linear

inhomogen fiir a + w(l) # 0

und hat die allgemeine Losung

w(x) = Cp+ C;sin(Ax) + C; cos(Ax)
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w'(x) = C; A cos(Ax) — C; A sin(Ax)
w'(x) = — C; A sin(Ax) — C; A° cos(Ax) .
. e 1 . / F
Sie erfiillt die Dgl. fir 4 = 7 und Cop=a+w(/).
Anpassung an die Randbedingungen ergibt
w@0) =0=a+twl)+C, = C, = —a—w()
W’(O):Ozﬂ,(h — C=0.
F
A
— - b _-“-:---—--:-:--T
Lasnme
= 1. Ordnung
==x= 2. Ordnung
= = 3.0rdnung
mit Exzentrizitat w(l) ohne Exzentrizitat w(l)

Die spezielle Losung ist somit

w(x) = (a + w(l)) (] — cos( %x)) .

Die Verschiebung am oberen Ende ist

w(l) = (a + w(l)) (] - cos(\/g l))

und somit

Fir F = 0 erhalten wir die unverformte Lage w(/) = 0 . Wird F groBer, so wiachst w(/)

nicht-linear an. Bei ‘/%l — % wird w(/) unendlich. Wir nennen deshalb

72El
412

Fr =
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(erste) kritische Last. Beachtenswert ist dabei, dass zwar w(/) von a abhéngt, nicht aber
die kritische Last. Der kritische Fall tritt bei jeder, auch noch so kleinen Exzentrizitdt a des
Kraftangriffspunktes gegeniiber der Stabachse auf, falls sich die Last ihrem kritischen Wert
ndhert.

Ist die Exzentrizitdt a = 0 - ein Fall, der eher von theoretischem als praktischem Interesse
sein dirfte -, so ist w(/) = 0 fir F<Fy;.Fir F=Fy; jedoch ist

w(x) = w(l) (1 —cos(zllx))

mit w(/) unbestimmt.

Theoretisch gibt es noch hohere kritische Lasten

2 2
El
Fin = nz — n=1323..
4

mit den zugehorigen Verschiebungsformen

nrx
1 —cos(—x) ,
(21 )

die jedoch kaum praktische Relevanz besitzen, da bereits bei Fy; = F). die Struktur versagt.

Wir haben bewulit M und [ nicht indiziert. Knicken tritt zuerst in der Ebene auf, in der
das Haupttragheitsmoment am kleinsten ist, falls die Randbedingungen nicht eine andere
Ebene bevorzugen.

Die kritische Last hingt offensichtlich von der Biegesteifigkeit und den Randbedingungen
(Lagerung, Einspannung) des Knickstabes ab. EULER hat 1759 fiir vier wichtige Fille die
kritischen Lasten berechnet.

Beispiel: EULER-Fall 1T

Aus dem Momentengleichgewicht am Gesamtsystem bestimmen wir
M) = 0=-BI = B=0.

Hier ist das Biegemoment nach der Theorie 2. Ordnung
M(x) = Fwkx) = —EI w'(x)

und damit die homogene Dgl.

/ F
"(x) + A =0 mit 1 = |—.
w"(x) w(x) 77

Die allgemeine Losung ist

w(x) = C;sin(Ax)+ C, cos(Ax) .
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.
lw

Z
Fall II

Aus den geometrischen Randbedingungen bestimmen wir
w0) = 0 = C;
w(l) = 0 = C;sin(Al).

Die letzte Bedingung kann auf zweierlei Weise erfiillt werden:

1.) C; = 0 oder A= 0 keine Durchbiegung (triviale Losung)
2)) sin(Al) = 0 forAl = n,2r7,3nm, ...,
2 2
also Fj, = L2EI mit n=1,2,3,..
[

und den zugehorigen Verschiebungsformen
sin( % X).

C; bleibt auch hier unbestimmt. Auch hier ist wieder die erste kritische Last F} : = Fi; von
grofter praktischer Bedeutung.
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Beispiel: EULER-Fall 111
Hier gilt

Mx) = Fwx)-B(—-x) = —-EI w"(x).

i/

e

Fall III

Die Normalform der Dgl. ist

B / F
"(x)+ A7 = — (- it L= |—
w"(x) w(x) 7 (I—x) mi 7

mit der allgemeinen Losung
w(x) = C;sin(Ax) + Cycos(Ax) + C3x+ Cy,

die die Dgl. erfiillt mit C; = L und Cy B1 R
EIZ

EIA?

Aus den Randbedingungen erhalten wir

W(0)20:C2+C4 = C, = — 312

EIA

B
w(0) =0=CA+C; = Cr = 3

EIA

also
B .
wx) = 3 (sin(Ax) — Ax — Al cos(Ax) + Al)
EIA

und schlieBlich

110
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w(l) = 0 = sin(Al)— Al — Al cos(Al) + Al = 0
= Al = tan(A]).
Dies ist eine transzendente Gleichung fiir 4, die die Ndherungslosung
Al = 4,4934

besitzt. Demzufolge sind

F 2
PP = N 20,19
EI
und
Fr, ~ 20,19 ﬂ
12

Beispiel: EULER-Fall IV

%

Fall IV

Das Gleichgewicht am gebogenen System ergibt
M(x) = My+ Fw(x)—B(l—-x) = —EIw"(x)

und damit die Dgl.

B M
" _"_ 212 — Z_ _ 0
w'(x) w(x) _E 7 (I—x) _E ]

mit der allgemeinen Losung

w(x) = C;sin(Ax) + Crcos(Ax) + Czx + Cy
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El Bl A2 ETA°

Die Randbedingungen ergeben
w0) = 0= Cr+(Cy
w(0)=0=A1C;+C;

w(l) =0 = - % sin(Al) — Cycos(Al) + C31 + Cy

w'(l) = 0 = —Cscos(Al) + CyAsin(Al) +C; .

112

Mit den ersten beiden Gleichungen konnen wir C; und C, durch C; und C; ersetzen. Die

letzten beiden Gleichungen bilden ein homogenes Gleichungssystem

[é sm(ﬂl) + l] C; + [— cos(ﬂ]) + ]] C, =0

[ cos(AD) + 1] Cs + [Asin(AD] C, = 0,

das nur dann eine nicht-triviale Losung fiir C; und C, besitzt, falls die Koeffizienten-

Determinante Null ist:

0= [zé sin(AD)] [Asin(AD] — [1-cos(AD]?

12 sin(Al) — sin* (A1) — 1 — cos*(Al) + 2 cos(A])

IAsin(Al)— 21 — cos(Al)]
was mittels trigonometrischer Beziehungen umgeformt werden kann zu

0 = 4Sil/lﬂ (ﬂ cosﬂ —Sinﬂ).
2 2 2 2

Dies ist fur

/F
. sin(Al/2) = 0 = Al=n22r = Ek; [, n= 123, ..:symmetrische Form

. A1/2 = tan(A1/2) : antisymmetrische Form

erfillt. Die niedrigste kritische Last ist

4z 2 El

Fk =
12

Allen vier EULER-Fillen ist folgendes gemein: Sie fithren auf Dgls., die
e gewohnlich von 2. Ordnung in w(x)
e und linear
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sind. Thre Losungen sind Linearkombinationen von harmonischen und linearen Funktionen
sin ,cos ,Bx+ C.

Ist die Exzentrizitit Null, so sind die Losungen fast iiberall Null bis auf kritische Werte von
F, wo man lediglich ihre Form, nicht jedoch ihre Grofe kennt. Die kleinste kritische Last ist
in allen Fillen gegeben als

2
Fo- B T
!

2
Zred
mit einem systemabhéngigen Faktor ¢ und der reduzierten Knickléinge

/)

lred - T .
o

sinx 1 v

A A Al
S e
| l/l \ X
- III
b

Eigenformen der vier EULER-Falle

Fiir die Bemessung von Druckstédben haben wir zwei Kriterien erarbeitet.
1.) Spannungsnachweis

Die Spannungen miissen kleiner als die fiir das Material zuldssigen sein

< Ozul

F
o] = ‘_
A

2.) Knicksicherheitsnachweis

Die Druckkraft muss kleiner als die kritische Kraft sein (wir setzen in diesem Abschnitt aus-
nahmsweise die Druckkrifte positiv an)

si < Fy

sk > 1: Knicksicherheitskoeffizient

.2 2 2
F
g Ll “f] -aE5 == fl = ”ZE (EULER-Hyperbel)
4 4 I 4 l Al N
mit i:= I Tragheitsradius [Ldnge]
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S .= lre' = lred \/E Schlankheit (-sgrad) [dimensionslos].
l
I
F l F F
v ¥ (I
Lo | ;
XA Xal/, xal XA
v I Et L.
Fall I Fall 11 Fall 111 Fall IV
EULER-Fall 1 I III v
7’El 7’El 20,19EI 4n’El
Fi = 2 2 2 2
4] / / /
2
o = r 7 transz. 47’
4
o~ 2,46 9,87 20,19 39,48
lr;d = 2 1 ~0,7 12

Im rdumlichen Falle muss der Knicksicherheitsnachweis in den beiden Haupttragheits-
richtungen gefiihrt und gegen die kleinere kritische Last bemessen werden.
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F
A
G_zul
Hyperbel
=S
+
G zu

Bei beliebig gelagerten Druckstében beliebiger Geometrie kann es kompliziert werden, die
kritische Last analytisch zu bestimmen. Hier helfen Néherungsverfahren wie RITZ-Ansitze
weiter (s. weiter unten). Oft kann man aber Teile einer knickgefdhrdeten Stabstruktur als
EULER-Fall identifizieren und damit die kritischen Lasten abschétzen.

Beispiel

Wir zerlegen die Struktur in drei Stébe, die jeweils einem EULER-Fall entsprechen. Fiir jeden
Stab gibt es eine kritische Last. Somit kann man fiir F' eine obere Grenze angeben, fiir die die
erste Eulerlast in einem der Stibe erreicht wird.

)i ) I cos a
— lf’.sma

JAN /’|

"

11

Fsina
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Spannungs-Analyse

Bisher haben wir nur den elastischen Zusammenhang zwischen Normalspannungen und
Léangsdehnung als HOOKEsches Gesetz betrachtet. Im Allgemeinen treten aber auch
Spannungen in anderen Richtungen als der Normalenrichtung auf, und sie verursachen auch
andere Dehnungen als nur Ldngsdehnungen in derselben Richtung.

Man definiert den Spannungsvektor f#(X) in einem Punkt X der Oberfliche 4 eines
Korpers als Flachenkraftdichte der Kontaktkraft F,

dF AF
fA(X) = o = llm 2 5
dA A—0 A4

also als Vektorfeld auf der Oberflache. Fiihren wir eine Vektorbasis {e, , e, , €.} in einem

Punkt X € 4 so ein, dass e, normal und e, und e, tangential an A4 liegen, so ist die
Komponentendarstellung der Spannung

f'y = onert et o e
mit Oy . Normalspannung auf x = konst.- Flache
Oyx = Tx : Schubspannung in y-Richtung auf x = konst.-Fliche
Ox = T . Schubspannung in z-Richtung. auf x = konst.-Fléache.

Der erste Index i von o;; ist also der Richtungsindex, der zweite Index j der Flichen
(-Normalen)-Index. Man kann ja in demselben Punkt durch eine andere Schnittfiihrung auch
anders orientierte Oberfliachen betrachten. Dann erhilt man analog fiir Fldchen y = konst.

A4 _
'y = oypectoyeto,e:
und fiir z = konst.-Flachen
A _
f z O-xzex+ O-yzey+ Ozz €;.

o;; sind also Normalspannungen auf x; = konst.-Flichen, o , i # j , hingegen Schub-
spannungen auf x; = konst.-Flidchen in Richtung x;, fiir die auch oft 7; geschrieben wird.

Man ordnet die Spannungen beziiglich der Vektorbasis {e. , e, , e} iibersichtlich als
Spannungsmatrix an:

Oxx Oxy Oxz

S:= |0y 0, 0
Oz Ozy Op

Diese Matrix beschreibt also die Spannungen in einem Punkt in den drei KOO-Ebenen. Sie
enthdlt die Komponenten der drei Spannungsvektoren als Spalten. Die Normalspannungen
stehen auf der Diagonalen, die Schubspannungen auflerhalb. Wir werden gleich sehen, dass
diese Matrix die Spannungen aller anderen Ebenen durch diesen Punkt ebenfalls determiniert.

Von einem ebenen Spannungszustand spricht man, falls beziiglich eines KOOS gilt



A. Bertram: Magdeburger Vorlesungen zur Technische Mechanik 2016 117

Oxx Oxy 0

w Oy 0

0o 0 0

Oz = Oy = O = Oz = 0 = 0 oder S := |o

Damit ist die Flache mit z = konst. spannungsfrei.

Von einem einachsigen Spannungszustand spricht man, falls nur eine Normalspannung
ungleich null ist, also etwa

0

Q

XX

S S o

0
0

S S

Damit sind Flachen mit y = konst. oder z = konst. spannungsfrei.

Aus dem Reaktionsprinzip fiir Kontaktkréfte

/F[Z—Fz

F, = j £, dA =—F2=—J- 4, dA /

of
F;

folgt zunichst wegen der Beliebigkeit des Integrationsgebietes 4 das Reaktionsprinzip fiir

el 11101
S

in jedem Punkt und damit komponentenweise

O-yx S>> > > >
Uzy B e

Ist also o5 die Spannungskomponente in Richtung e; auf einer Flache mit e; als duBerer
Flachennormalen, dann ist dasselbe oj die Spannungskomponente in Richtung — e; auf
einer Flache mit — e; als duBlerer Flichennormalen.

Um zu sehen, was aus dem Gleichgewicht der Krifte folgt, schneiden wir aus dem Korper
einen Wiirfel frei. Wir legen in seinen Mittelpunkt das kartesische KOOS {x , y , z} . Die
Kantenldngen des Wiirfels seien dx , dy , dz . Nun entwickeln wir die Spannungen an den
sechs Wiirfeloberflachen um den Ursprung in TAYLOR-Reihen gemaiss

fx) = f0) + 1O x + B0 + ...



A. Bertram: Magdeburger Vorlesungen zur Technische Mechanik 2016 118

Die Spannungen in z—Richtung wurden in der Zeichnung aus Platzgriinden nicht bezeichnet.

y
oo
O, + - Ydy) + ...
Tk vy ay (2 y)
oo
/r Oy + ny(% dy) + ...
—_—
Z
oo 1 oo oo
Oyt ;Cvx (=% dx) + ... ot = (2dz) + ... Opx + a;x (72 dx) + ..
2z | 1 Zz s
¢ r 4 l | l{ g X
Oxx T ao-—xx(_l/z dX)+ Oxz 7+ 8O-—XZ(I/2 dZ) .. dy Oxx T 86)@6 (1/2 dx)+
ox 1574 ox
z
da
PN EE—
L oo
7/ Oy + 24 (% dy) + ...
oy

8
Gy + %(—% )+ .

Da wir spéter den Grenziibergang dx , dy , dz — 0 machen wollen, betrachten wir nur die
Terme, die maximal linear in dx , dy und dz sind. In seinem Inneren miissen wir die

Massenkraftdichten
tYdm = Y pav = (M e+ M e, 1M e) pdx dy dz

berticksichtigen. Bilden wir nun die Summe der Kréfte in x—Richtung, so erhalten wir aus
Gleichgewichtsgriinden

oo d_

00y 2x )+ dy dz

—+ .. tdydz — + (-
2 } y az {O-xx o (

0 = {oun+

oo oo
+ {ny+ a;y d7y+} dx dz — {ny+ a;y (—d—;)-i-} dx dz

+{ze+

oo,, dz 0
Z

o dz
—+ . .Ydxdy — .+ X2 =)+ .. tdxd
Ei davdy - ot 922 (Le Yy

oo
C M pdvdyds = (9% S0 0% M v g
ox oy 0z
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Wir dividieren wieder durch das Volumenelement dy dy dz und bilden den Grenzwert
dx, dy, dz — 0 . Damit erhalten wir fiir die x—Richtung und analog fiir die beiden anderen
Richtungen die lokalen Kraft-Gleichgewichtsbedingungen

ao—xx + anJ/ + aG)CZ + fop — 0
ox oy 0z

6Jyx . 6c7yy N GO'yZ +fMy,0 _ 0
Ox oy 0z

ao-zx + ao-zy + aUZZ + fM p — 0
ox dy oz :

Es handelt sich hierbei um ein System von drei partiellen Dgls., die in jedem Punkt eines
Korpers erfiillt sein miissen, falls er sich im Gleichgewicht befindet.

Um zu sehen, was fiir die Spannungen aus dem Gleichgewicht der Momente folgt, bilden
wir die Summe der Momente in z-Richtung beziiglich des KOO-Ursprungs und erhalten unter
Benutzung von partiellen Ableitungen

dx 0o, dv 100, (dxY
M= & A I I 0 B
5 Mot = S (2) ) dy dz
oo, dx 1 0o dx Y’
Tl S R T N R .
O 5 (2) ) dy dz}
oo oo
_ %y Ao+ 2% W avds + (gy- 0% WLy dedz)

¥ (O — Oy t..)dxdydz.

Da die Momente, die aus den Massenkriften resultieren, von héherer Ordnung klein sind,
muss obige Vektorkomponente aus Gleichgewichtsgriinden Null werden. Dividieren wir alles
durch das Volumen dV = dx dy dz und bilden dann den Grenziibergang dx ,dy ,dz — 0, so
verbleibt die Beziehung

0 = Oy — Oyy.

Analog ergeben die Momentengleichgewichts-Bedingungen in den anderen beiden
Richtungen

0= 0y — O = 0y~ 0z

Satz iiber die Gleichheit zugeordneter Schubspannungen (BOLTZMANNsches'’ Axiom)
Die Schubspannungen in einer j-Fliche in i-Richtung sind gleich den Schubspannungen in
einer i-Fliache in j-Richtung, falls und damit das Momentengleichgewicht im Inneren eines
Korpers erfiillt ist:

Oxy = Oyx Oxz = Oz Oy = Oz

Oder: die Spannungsmatrix ist symmetrisch.

Das BOLTZMANNSsche Axiom gilt nicht nur in der Statik, sondern auch in der Dynamik.
Dort folgt es aus der Drallbilanz, wie wir zeigen werden.

" Ludwig Boltzmann (1844 - 1904)
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Transformation der Spannungen

Bisher war {x,y,z} ein festgewihltes Koordinaten-System. Im Weiteren soll untersucht
werden, wie sich die Spannungskomponenten bei Wechsel des KOOS transformieren. Der
Einfachheit halber betrachten wir aber nur die ebene Transformation. Sei {r, s, z} ein
zweites kartesisches KOOS, das aus {x, y,z} durch eine Drehung um den Winkel ¢ um
die z—Achse hervorgeht. Wir betrachten eine Scheibe der Dicke dz in Form eines recht-
winkligen Dreiecks mit dx und dy als Katheten und ds als Hypothenuse. Es gelten die
trigonometrischen Beziehungen

s
dx = ds sin ¢
dy = ds cos ¢
dz

Oxx
€ = CoS @ €. —Sin @ €

e, = sin @ e+ cos @ e

€

Im Weiteren beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf den ebenen Spannungszustand

mit oy, = 0y, = 0;; =0 und f M =9, Gleichgewicht der Krifte in der z = konst-Ebene
liefert

(o e+ Ose)dsdz — (0),€, + oy €)dxdz — (O € + O @) dydz

dx dy dz
+(f”xpex+fMypey)Ty =0,

wobei wir dieTerme hoherer Ordnung weggelassen haben, da wir gleich den Grenziibergang
dV — 0 machen, womit auch der Beitrag der Massenkraft Null wird. Daraus folgt nach
Division durch dz

(o€ + oy €5) ds = 0oy, (sinpe, + cos pe)ds sing
+ oy (cosp e, —singe)ds sing
+ Oy (cos@pe, —singes) ds cos @
+ Oy (sinp e, + cospes) ds cos .

Daraus erhalten wir nach Division durch ds komponentenweise unter Anwendung des
BOLTZMANNSschen Axioms und der trigonometrischen Regeln

2sin’p = 1 — cos(29)
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2cos’p = 1+ cos(2¢)
2sing cos@ = sin(2¢)

. .2 . 2
n e, : Oy = Oy SIN“@ + 20y, Sin@ cos @ + Oy cos™ @

O = 1 (0 + 0) + 1 (G — ) cos29) + o3y sin(29)

in e: Oy = Oy SINQ cos@ + oy, (cos’@—sin’ Q) — Oy sing cos

O = Y (Oyy — Ox) Sin(2¢) + Oy cos(2)

Da die r-Achse auf der s-Achse senkrecht steht, ist

T
O-ss((o) = O?ﬂr(¢+3 ):

und mit

sin{2(p + %)} = 5sinQp+ 1) = —sin(2¢)

cos{2(p + %)} = cosQp+n) = —cos(2p)
folgt

Diese Transformationen sind formal identisch mit denjenigen der Flachentrdgheitsmomente,
wenn man /; durch o;; und /;; durch o ersetzt.

MOHRscher Kreis

Zur Interpretation der Transformationsformel der Spannungen hat MOHR' ein
geometrisches Verfahren vorgeschlagen, bei dem ein Kreis konstruiert wird, an dem man die
SpannungsgroBBen fiir beliebige Winkel ¢  abgreifen kann. Die Konstruktion des
MOHRschen Kreises erfolgt in folgenden Schritten.

Annahme: der ebene Spannungszustand ist beziiglich des KOOS {x, y} gegeben: oy, , oy, , oy,
1) Zeichne ein Diagramm 7 (Schubspannung) iiber o (Normalspannung).
2) Zeichne einen Kreis mit folgenden Bestimmungsstiicken. Der Kreismittelpunkt

hat die KOO

O +0O
wm = 0 und GM:M.

Ein Punkt 7 des Kreises hat die KOO

v = O-xy

'8 Christian Otto Mohr (1835 - 1918)
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Oy tO Oyy —O

oy = : WL xe A
T r N
V
F
Oir 2£
{ 2@0 Oy O-xy
M L b
0 O V' F’ o
Oy tO - Gxx—ayy_>
N/ 2
Uxx

Damit kann der Kreis gezeichnet werden. Sein Radius ist nach dem Satz des PYTHAGORAS

2
O — O
S T
2 xy

Der Radius in V' schliefle einen Winkel 2¢y mit der o-Achse ein.

3) Trage den Winkel 2¢ im Uhrzeigersinn gegen den Radius in V' an. Der zweite Schenkel
schneidet den Kreis in /' mit den KOO

OF = Oy und 77 = Oy

Um das zu zeigen, verwenden wir die trigonometrischen Formeln
sin(lae —pP) = sinacosfp — cosasinf
cos(a — ) = cosacosfp + sinasinf.

Wir bezeichnen mit | X Y| den Abstand zweier Punkte X und Y. Sei F’:= {oF, 0} die
Projektion von F auf die o—Achse . Dann gilt mit |MF| =MV |

|OF"| = |oM| + | MF| cos(2py—2¢)
=|om| +| MV cos(2¢y) cos(2(p)+|MV|sin(2(00) sin(2 )

loM| + MV cos2e)+ | VV' ] sin(2¢)

O,,+0O O,,— O
= X Wy ”‘2 2 cos(2) + oy sin(2¢)

2
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und

| FF'| = | MF| sin(2py— 2¢)

| MV | sin(2gy) cos(2p) = MV| cos(2qp) sin(2¢)

| vV cos(2p) — | MV | sin(2g)

XX

Oy —O
= Oy cos(2p) — Tyy sin(2 )

= 0.

Um o5 zu ermitteln, tragen wir anstelle von 2¢ nunmehr 2¢ + 7 an, weil der Winkel
zwischen den KOO-Achsen /2 betrégt.

Folgende Spezialfille konnen wir dem MOHRschen Kreis entnehmen:
e fiir p=0 erhalten wir trivialerweise oy, = 0, und oy, = 0Oy .

e fliir ¢p= ¢y werden o,,=0 und o, und oy extremal:

2
O, +O o - O
O'Hrry O-Hss = |OM| tr = s 44 T ( i yy} + 02

2 2 W

Derartige Achsen heilen Hauptspannungs-Achsen (HSA) und o, und o Haupt-
spannungen. Beziiglich HSA sind die Normalspannungen extremal (eine maximal, die andere
minimal) und die Schubspannungen Null.

¢y beschreibt also HSA. Dasselbe passiert bei o= ¢@y+ nx/2, n ganzzahlig. Achsen, die auf
Hauptachsen senkrecht stehen, sind auch Hauptachsen.

Wir entnehmen der Zeichnung

20 20
tan(2¢y) = — oder ¢y = Y arctan all

O,,—O -0

x " Oyy o »y

XX

o fiir Winkel 9= ¢y = 7/4 werden die Schubspannungen extremal (gleich dem Radius)

2
Textr. = tr === [—2 yyj + O'xy
ohne dass die Normalspannungen verschwinden miissen. Die Schubspannungen sind
extremal unter 45 ° gegentiber HSA.

Da die Transformationsformeln fiir die Flichentragheitsmomente und - wie wir sehen
werden - fiir die Deformationen mit denen der Spannungen identisch sind, konnen wir
dieselbe Konstruktion auch dafiir verwenden.
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Wir haben der Einfachheit halber den MOHRschen Kreis nur fiir ebene Spannungszustinde
konstruiert. Es gibt auch (ungleich kompliziertere) Konstruktionen fiir allgemein drei-
dimensionale Spannungszusténde, die wir hier aber nicht wiedergeben wollen. Die Ergebnisse
lassen sich sinngeméf auf den allgemeinen rdumlichen Spannungszustand iibertragen. Es
ldsst sich grundsdtzlich ein KOOS {r,s ,z} finden, beziiglich dessen die Spannungsmatrix
Diagonalform hat:

s 0 0
0 o o
0 0 off

Alle Schubspannungen sind Null und {r, s, z} heilen HSA. Weiterhin gilt fiir die Haupt-
spannungen, falls sie wie o, > o > o, geordnet sind:

o",, sind die maximalen Normalspannungen,
o', die minimalen.

Die extremalen Schubspannungen sind (oﬁ o — ol 2z) / 2 und treten auf beziiglich Achsen, die
unter 45 ° gegeniiber diesen HSA geneigt sind.

Sind alle Hauptspannungen verschieden, so sind die HSA mit obigen Eigenschaften eindeutig.
Sind zwei oder drei Hauptspannungen gleich grof3, so gibt es unendlich viele HSA. Speziell
gilt fiir o, = o', = o, dass alle Achsen HSA sind.

Sind die Spannungen beziiglich eines beliebigen KOOS als Matrix gegeben, so kann man
die Komponenten des Spannungsvektors berechnen durch das Matrizenprodukt der
Spannungsmatrix mit dem Vektor der duBeren Flichennormalen bez. desselben KOOS:

nx

ny

_nZ

Oxx Oxy Oxz o,
Oy Oy Oyz| |0y
O

Ozx Ozp Op ) z
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Deformationsgeometrie

Ausgangslage Momentanlage

e, e,

Wir betrachten einen Korper, der in der Ausgangslage spannungsfrei sei. Wird er belastet,
so verformt er sich und jeder seiner Punkte verschiebt sich in die Momentanlage. Wir wollen
im Weiteren immer davon ausgehen, dass die Deformationen klein sind (geometrisch lineare
Theorie). Beschreiben wir die Korperpunkte in der Ausgangslage durch KOO {x, y, z} oder
durch einen Ortsvektor

r=xetye,tze;,

so kann man die Verschiebungen dieser Punkte in die Momentanlage durch Vektoren
darstellen

ux,y,z) = ulx,y,z)e.+tvx,y,z) e, +twx,y,z)e;,

so dass der Ortsvektor mit den KOO {x , y , z} in der Ausgangslage nunmehr in der
Momentanlage durch

rx,y,zn)tulx,y,z) = xtue+(ytv)e, +(z+w)e;
gekennzeichnet ist. Seine (kartesischen ) KOO sind also
{X+u> y+V, Z+W} .

Die Deformation in einem solchen Punkt wird beschrieben durch die partiellen Ableitungen

Oou ov ow
Ex 1= — &y 1= — &z 1= —
ox oy 0z
&y = &x 17 ’/{a—u+@]
oy Ox
&z = &y 1= N @+a—w
0z Oy
Ez = Ex 1T ’/z(a—u—i-@—wj,
0z Ox

die alle dimensionslos sind. Dies sind die Verschiebungs-Verzerrungs-Relationen.



A. Bertram: Magdeburger Vorlesungen zur Technische Mechanik 2016 126

Man kann die Deformationen analog zu den Spannungen in einer Dehnungsmatrix anordnen

Exx Exy Exz
Eyx Eyy Eyz |
Ex &z &

die definitionsgemall symmetrisch ist.

Von einem einachsigen Verzerungszustand spricht man, falls beziiglich eines KOOS ¢,
die einzige von Null verschiedene Deformation ist.

Von einem ebenen Verzerungszustand spricht man, falls beziiglich eines KOOS gilt
Exx  Exy 0
Eye Eyy 0
0o 0 0

Die axialen Dehnungen (Streckungen fiir &; > 0, Stauchungen fiir &; < 0) sind uns bereits
aus der einachsigen Theorie bekannt. Um die anderen Terme zu interpretieren, betrachten wir
die (ebene) Scherung eines Rechtecks, die durch

U= Yy
v =0
w =0

gegeben ist. Nun superponieren wir eine zweite Scherung in die andere Richtung

V= K X
Damit ist insgesamt

&y Ex = (ot H) -

&y = &y heilit deshalb Schubverzerrung, wie auch die anderen ¢; fiir i+ .

Die (Matrix der) Deformationen héngen definitionsgemdfl vom KOOS ab. Damit stellt sich
die Frage, wie sie sich bei Wechsel des Koordinatensystems transformieren. Der Einfach-
heit halber beschrinken wir uns wieder auf eine ebene KOO-Transformation vom KOOS
{x,y,z} in {r,s,z} gemil

X =rcosQ —ssing s y
A
y =rsing +scos@ )
<
z =z
€, = COSQ €. —Sing e r
ey = Sll’l¢ er"_COS(D € /@X/V=x
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e, = e.
Der Verschiebungsvektor hat beziiglich der beiden ONB die Darstellungen

U= uce tue +ue=ue+ ue +ue;

= Uy COSQ € — Uy SINQ € T Uy, Sing e + u,cosp e + u,e,

und deshalb

Ur = Uy cos@ +uy,sing

Us = — Uy SINQ+ Uy cos .
Die Deformationen beziiglich {r,s,z} sind nach der Kettenregel

0 u, ou, Ox Ou, 0y ou, 0z
+ —L—= 4 —L =

Er 1T = ~
or ox Or oy Or 0z Or
ou ou
- | cosp + —2Lsing |cosp + 0ty cosp + —~Xsing |sing
0x 0Xx oy oy
= & c0s2¢ + gyysin2g0 + 2&, sing cos@
- 0 u, :ﬁuS%Jr@usa_ij@uS%

0s Oox Os oy Os oz Os

ou ou
_Ouy sing + —Xcosg |(-sing) + _Ou, sing + —~cos |cosp
0x oy oy

X

= & sinZgD + &y c0s2g0 — 2 &y Sing cosp
ou, N 0 uy
os Or

_ i[@ur 0x Ju, Oy Ju, 0x 0 ug 6_yj
2

—— +
ox 0s oy Os ox Or oy Or

1 0 u, 0 uy . . ou Ou .
= = cos + Sin —Sin + X cos + J Sin cos
H Toosp ¢>]( ?) [ oy SO0t 5, sine |cosg

ou ou
Ty sing + —Xcosp |cosp + _Ouy sing + —~2cos |sing
ox 0x oy oy

. . 2 .2
= (&) — &x) Sing cosQ + &, (cos” @ —sin" @) .
Dies kann umgeformt werden zu

&r = V2(ext 8y) T V2(&x—&y) cos(2p) + &y sin(2¢)

Es = 1/2(‘9)()6 + gyy) - 1/2(5xx - gyy) COS(2¢) - &y Sll’l(Z(D)
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Es = & = V2A&y— &) SiN(29) + &y cos(2¢) .

Die Transformationsgleichungen sind formal identisch mit denjenigen der Spannungen und
der Flichentrdgheitsmomente. Die Ursache dafiir liegt darin, dass es sich in allen Fillen um
sogenannte (symmetrische) Tensoren handelt, deren Transformationsverhalten gleich ist. Mit
der Tensorrechnung, die es erlaubt, die Mechanik kompakter und eleganter zu formulieren,
beschiftigen wir uns aber hier noch nicht.

In Analogie zu Spannungen und Trigheitsmomenten konnen wir folgendes konstatieren:

In jedem Punkt eines Korpers existiert ein orthogonales Achsenkreuz, beziiglich dessen die
Deformationsmatrix Diagonalform besitzt, d. h. die Schubverzerrungen sind Null und die
zwel axialen Dehnungen sind extremal (eine maximal, eine minimal). Diese Achsen heillen
Hauptdehnungsachsen, diec Dehnungen Hauptdehnungen. Mathematisch gesehen sind
erstere die Eigenrichtungen, letztere die Eigenwerte des Deformationstensors. Im ebenen Fall
ermittelt man diese Achsen durch den Winkel

28y,

“&yy

oy = Y arctan

gxx

gegeniiber der x— bzw. y—Achse.

Elastizitat

Um das HOOKEsche Elastizititsgesetz o = E & dreidimensional zu verallgemeinern,
treffen wir einige Annahmen: Das Material sei homogen und
El: elastisch; d. h. die momentanen Spannungen hidngen nur von den momentanen
Deformationen ab;
E2 . diese Abhidngigkeit sei linear und
E3: isotrop; d. h. das Materialverhalten ist in allen Richtungen des Materials gleich.

Alle diese Annahmen stellen starke Einschrinkungen der beschreibbaren Materialien und
Phanomene dar. So schlief3t

e [E1] aus, dass die Spannungen von Deformationsgeschwindigkeiten abhéngen, wie dies bei
viskosen Materialien der Fall ist;

e [ aus, dass die Deformationen so groll werden, dass nichtlineare Effekte, die es bei allen
Materialien gibt, relevant werden,;

e FE3 aus, dass materielle Richtungen ausgezeichnet sind, wie sie bei faser- oder flichen-
verstdarkten Materialien, bei Kristallen, bei Substrukturen (z. B. Holz) vorhanden sind.

Betrachten wir als erstes einen Wiirfel, der lediglich auf zwei gegeniiberliegenden Flachen
allein durch homogene Normalspannungen belastet wird. Der Wiirfel wird sich in dieser
Richtung verlingern. Gem. £2 wird diese Langsdehnung linear in der Spannung sein, also

gxx GXX .

I
E

Der Elastizititsmodul £ mit der Dimension [Spannung] ist uns bereits aus dem einachsigen
HOOKEschen Gesetz bekannt. Man wird gleichzeitig erwarten miissen, dass auch trans-
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versale oder Querdehnungen ¢, und ¢ auftreten. Wegen E3 sind sie gleich und wegen E2
wiederum proportional zu oy, bzw. zu &,

Sy T &z X Oxx = E &;.

Das Verhiltnis von Querkontraktion ( = negativer Querdehnung) zu Langsdehnung wird als
Querkontraktionszahl (engl. POISSON's"’ ratio) bezeichnet

- wo_ _¢ — . =
v=—-— = - = Ey = &z = —

gxx

O-)C)C

| <

XX

und ist wegen FE2 eine Materialkonstante. Fiir die meisten Materialien liegt sie
zwischen 0 (keine Querkontraktion) und 0,5 (keine Volumeninderung, s. u.), z. B. fiir

Stahl v = 0,34
Aluminium v = 0,32+ 0,34
Kupfer v = 0,33+0,36
Glas v = 021+027
Gummi v =05

Sie kann aber auch negative Werte annchmen. Wegen E3 erwarten wir analog bei
Belastungen auf den anderen Flichenpaaren mit o;,,

&y E Oyy un &y = Exx T — E Oyy
bzw. mit o,
1 1%
&z = E Oz und &x T &y T *E Oz .

Wegen der Isotropie miissen £ und v némlich richtungsunabhédngig sein. Und wegen E2
konnen wir die drei Spannungs- und Dehnungszustiande superponieren

1

Sx = E [Gxx -V (ny + Gzz)]
1

Sy = E [Uyy —v(ozt O-xx)]
1

&z = E [O-zz —V (Ot O-yy)] .

Dies ist das dreidimensionale HOOKEsche Gesetz beziiglich Hauptspannungs- und Haupt-
dehnungsachsen, da weder Schubspannungen noch Schubverzerrungen in ihm auftreten.
Wegen der Isotropie fallen die Spannungshauptachsen mit den Dehnungshauptachsen
zusammen. Man sieht aber hier bereits, dass der EDZ nicht dem ESZ entspricht, genauso
wenig, wie ein einachsiger SZ einem einachsigen DZ entspricht.

Mit den Abkiirzungen
e:= gxtgyte: (Spur der Dehnungsmatrix)
§ 1= Ot oyt oy (Spur der Spannungsmatrix)

" Simeon-Denis Poisson (1781 - 1840)
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konnen wir das HOOKEsche Gesetz umformen in

1 1+v 1%

Eox = E[(1+V)O'xx—vs] = E [O'xx—]+ Vs]
1 I1+v 1%

&y = — U+ V) o,—vs| = — |0, —

Yy E[( ) Yy S] E [yy 7+ VS]
1 I1+v 1%
&, = —|(U+V)Vo,—vs| = Oy — s .

Ll o] = Y o - Y]

Wollen wir auch noch die thermische Ausdehnung beriicksichtigen, so erhalten wir das
thermoelastische Gesetz

I1+v

Ex = — | Oy — s|+ad6
xx E [ 1+ v ]
1+v 1%
&y = — oy, — ——s |+ a A6
Y E [yy 1+ v ]
& = Ity [0 - ——s]+a 46
E 1+ v

Dabei folgt aus der Isotropieannahme E3, dass der Warmeausdehnungskoeftizient « in allen
Richtungen gleich grof ist.

Transformation des HOOKEschen Gesetzes

Wir wollen nun das HOOKEsche Gesetz von Hauptachsen auf allgemeine Achsen trans-
formieren. Dabei beschrianken wir uns wieder auf eine ebene Drehung des Achsensystems
von x in » und y in s um den Winkel ¢ . Wir nehmen an, dass {r,s,z} Hauptachsen
sind, nicht jedoch x und y . Mit den Transformations-Formeln fiir die Spannungen und
Deformationen erhalten wir

§ = Ot Oyt 0 = Ot Oyt O
e=éxtéyte: =& tet e,
was daran liegt, dass die Spur eines Tensors eine Invariante ist. Weiterhin gelten

H 1+v H 14
E w = —[O- rr T
E

s+ ad0
I +v

= gy cos’p + gyysin2¢) + 2 &y sing cosp

1+
= EV [Gx cos’@ + a3, sin’ @ + 203, sing cosp — ; v s] +ad6
v
1+
g = V[GHSS— Y s|+aqd
E 1+ v
= 5xxsin2go + &y c052g0 — 2&ySing cosp
1+
= Tv[axxsin2¢ + 0y cos @ — 20y, sing cosp — 4 s] +ad0
+ v
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oder dquivalent

1 1 1
cos’ @ (& — % O) + sin’ @ (& — % o) +2(&y — % Oxy) Sin @ cos ¢

= - LS+ aAb
E

. I+v I1+v I+v )
sin’ @ (- el Ow) +cos’p (& — = Oyy) — 2(&x — R Oyy) Sing cos @

= —Ls +aAd6.
E

Multiplizieren wir die rechten Seiten mit sin’@+ cos’@ = I, so erhalten wir

I+ 1+
COS2¢)(‘9xx_TVO-xx+ %S —aA0) +Sin2¢(8yy_—vo'yy+ %S —a A6

E

1
+25ing cos (& — % oy) = 0

1+v v 1+v

) 2 14
sin Ex— —— O+t —S —ax A0) + cos Ey— —— O+t —s —ad
? (& 7 T g 0) (/7(yy W g 0)

2sin(pc0sgp(3xyHTV ) = 0.

Wegen der Isotropie soll sich der Typ der Elastizititsgleichungen nicht d&ndern, wenn wir das
KOOS drehen, also nicht von ¢ abhingen. Dies wird dann erfiillt, wenn die Klammer-
ausdriicke Null werden

I1+v

Ex = — | O — s|+ad6
xx E [ 1+ v ]
I1+v
&y = — |oy, — s|+ ada6
Y E [yy 1+ v ]
I1+v
&y = &x T E Oxy
und analog
1+v
&z = E [O-ZZ_ 7+ VS]+0(A‘9
e = o = 1tV
Yz Zy £
I1+v
Ex T &z T T Ozx

Dies ist das HOOKEsche Gesetz bez. beliebiger Achsen.

Erinnern wir uns an die einfache Scherung. Die einzigen auftretenden Deformationen
waren
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Sy = &x = 2 Yy
Die hierfiir bendtigten Spannungen sind die Schubspannungen

_, - _E _ _E _
P T T 2y O

mit dem Schubmodul (engl. shear modulus)

E
2(1+v)

G :=

als Materialkonstante der Dimension [Spannung].

1 1%
Ex = — | O — s|+ad6
- 2G[’”‘ 1+v]
1 1%
&y = —|o,— ——s|+tadl
> 2G[W I+v]
1 1%
&y = — |0y, — s+ aAd6
= 2G[ZZ ]+v]
B 1 B 1 B 1
5xy - gyx - % O-xy &z T &x T % Oxz gyz - 5zy - % O}z

Wir konnen das HOOKEsche Gesetz auch alternativ durch G und v ausdriicken:

In allen Versionen des HOOKEschen Gesetzes sind von den Elastizitidtskonstanten immer
genau zwel unabhingig. Welche man wiéhlt, ist einem freigestellt.

Inversion des HOOKEschen Gesetzes

Oft will man nicht die Deformationen aus den Spannungen ausrechnen, sondern umgekehrt.
Dazu bendtigt man eine Spannungs-explizite Form des HOOKEschen Gesetzes. Als Summe
der ersten drei Gleichungen der vorigen Seite erhalten wir

[=2V 3040

e:= sxt gy te, =

= s = e—3aA406).
1-2v ( ?
Damit ergibt sich

O = 2G (e~ 40) + — Y

S
+ Vv

v 2G(1+v)

—3a460) =
v -2 9

=2G&,—2G a A6 +
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14 I1+v

O = 2G & + e — A0

a et 75, oy * 4

Gy = 2G 6y + —— e — LY 4 g
1-2v 1-2v
v 1+v

0, = 2G [, + e — a Ad)
1-2v 1-2v

O_xy:O}/xzngxy Owz = O = 2G & O}z:O_zyZZGgyz

Man beachte, dass nach dem HOOKEschen Gesetz

e aus der Einachsigkeit des Spannungszustandes nicht die des Deformationszustandes
e aus der Einachsigkeit des Deformationszustandes nicht die des Spannungszustandes
e aus einem ebenen Deformationszustand nicht ein ebener Spannungszustand

e aus einem ebenen Spannungszustand nicht ein ebener Deformationszustand

folgen.

HOOKZEsches Gesetz als Matrizen-Gleichung

Da die obigen Formen des HOOKEschen Gesetzes sehr platzraubend sind, versucht man,
Kurzschriften einzufiihren. Eine Mdoglichkeit dafiir bildet die Matrizen-Rechnung. Wir hatten
bereits die Spannungs-Matrix S und die Deformationsmatrix E kennengelernt mit den Spu-

ren s := spS und e:= spE . Bendtigt wird auBerdem die Einsmatrix
1 0 0
I:=10 1 0
0 0 1

Damit erhalten wir die matriziellen Darstellungen des HOOKEschen Gesetzes

E=-Ls-Y sn+aa01
2G I+v
S=26(E+—"—c1- L ga01) = del+2u® -2 4 a01)
1-2v 1-2v 1-2v
mit den LAMEsche®” Konstanten
2G
A= Y und u:=G.
1-2v
Manchmal findet man diese Gleichungen auch in Index-Schreibweise als
1 v 3
& = — |oj— —— o) O+ a A0 J;
1= G Lo e L o9 d
v 3 I+v
o = 2G [g;+ [y ( ]E] &) O — o a A0 6]

2% Gabriel Lamé (1795 - 1870)
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mit den Komponenten der Einsmatrix o .

Kompression/ Dilatation

Betrachten wir nun einen Wiirfel mit den Kantenldngen dx , dy , dz , der an den Hauptachsen
von Spannungen und Deformationen orientiert ist.

v

Sein undeformiertes Volumen ist dV = dx dy dz . Die Kantenlédngen sind im deformierten
Zustand

§<N
Il

dx +u(dx)—u(0) = (I + &) dx

L = dy+v(dy)—v(0) = (I+ &) dy

[\‘]\A
Il

dz + w(dz)—w(0) = (I + &) dz.
Das deformierte Volumen ist in der linearen Theorie
dV =1Ll =~ (I+ey)dx-(I+gy)dy -(I+¢g;)dz
¥ (I +extgyte)didydz = (1+e)dly.
e ist also in der linearen Theorie ein MaB fiir die Volumenidnderung.
Nach dem HOOKEschen Gesetz (ohne thermische Ausdehnung) gilt

1-2v
E

e = S .

Betrachten wir den speziellen Spannungszustand

N

O-xxzo}y:o-zz:_p:j,

(keine Schubspannungen), so beschreibt dieser einen allseitigen Druckzustand. Da bei
ruhenden Fliissigkeiten und Gasen dies der einzig mogliche Spannungszustand ist, nennt man
ihn auch hydrostatisch. Hier wird der Radius des MOHRschen Kreises Null und der Kreis
entartet zu einem Punkt. Zwischen dem Druck und der Volumendnderung besteht der
Zusammenhang

-p =Ke
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mit dem Kompressionsmodul (engl. bulk modulus) von der Dimension [Spannung]

_E
3(1-2v)’

der die Steifigkeit des HOOKEschen Materials fiir Volumenidnderungen angibt.

Es gibt Materialien, fiir die v = 0,5 oder nur wenig darunter ist. Solche Materialien werden
inkompressibel genannt. Damit wird K sehr grof3 (theoretisch unendlich). Setzen wir
endliche Spannungen voraus, so muss e = ( sein. Inkompressible Materialien dndern bei
beliebigen Driicken ihr Volumen nicht (und damit auch nicht ihre Dichte).

Fir v> 0,5 wirde K negativ, was aus Stabilititsgriinden ausgeschlossen wird, wie auch
Werte kleiner als —1/.

Randwertprobleme der Elastostatik

Folgende Gleichungen stehen uns in der Elastostatik zur Verfligung:

die lokalen Kraft-Gleichgewichtsbedingungen

ao_xx + aaxy + ao—xz +fM p — 0
ox oy oz *
00 N 00, N 00, N fM b= 0
ox oy oz g
0
a()-Z)C _|__ O-Zy + aGZZ + fMZ p — 0
Ox oy oz

sowie das HOOKEsche Gesetz in beispielsweise der Form

e]

Oy = 2G| gy T
XX [XX 1—21/

e]

oy = 2G [gy + - v

e]

Oz = ZG[gzz+ 7 Y

Oy = O = 2G &y O = O = 2G & Oy, = Oy = 2G &,
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und die Verschiebungs-Verzerrungs-Relationen

_ Ou _Ov o ow
Ex 1= — &y 1= — &z 1= —
ox oy 0z
&y T &x 1= 12 8_u+@
oy Ox
&z = & 1= 12 @+8_w
Oz Oy
Ez = &y 1= ’/z(a—u+a—wj
0z Ox

Wenn man nun riickwirts einsetzt, kann man in den Gleichgewichtsbedingungen die
Spannungen durch die Ableitungen an den Verschiebungen ausdriicken (Elimination der
Spannungen) und erhélt drei partielle lineare Dgls. in den Verschiebungen # , v und w . Um
dieses zu 16sen, werden Randbedingungen bendtigt, die entweder

e Spannungsrandbedingungen
e Verschiebungsrandbedingungen, oder
e gemischte Randbedingungen

sein konnen. In der Elastizititstheorie wird die eindeutige Lodsbarkeit dieses Systems
untersucht und Losungsmethoden entwickelt, die entweder analytisch oder approximativ sein
konnen.

Schubverformungen am Biegebalken

Wir haben bisher bei der Balkenbiegung gem. Annahme (B4) lediglich die Deformationen
infolge von Normalspannungen im Querschnitt betrachtet. Da im Querschnitt auch Schub-
spannungen 7, 7, auftreten, die resultierend zu Querkriften Q,, Q. fiihren, und die nach
dem BOLTZMANNSschen Axiom Schubspannungen 7, bzw. 7, zugeordnet sind, wollen
wir die daraus resultierenden Spannungs- und Deformationszustinde untersuchen. Der
Einfachheit halber beschrinken wir uns auf ebene Probleme in der x-z-Ebene.

v
\4

v

Tzx l Z X

_— — —p —)
TXZ

z.Z)C

——-

M, i N
] o
|
18

A /

z z z

\4 v \

Querkraft Schubspannungen zugeordnete Schubspannungen
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Die Untersuchung stiitzt sich auf drei vereinfachende Annahmen:
e nur ebene Biegung (N=0, M. =0)
e der Stab sei (abschnittsweise) prismatisch (womit 4 und /, nicht von x abhéngen).

e fiir die Normalspannungen gilt weiterhin der aus der BERNOULLIschen Hypothese
resultierende Zusammenhang

M, (x)

EEEE—A

1y

O, Z) =

¢ auch die Schubspannungen héngen nur von x und z ab, nicht aber von y

sz(xa z) = sz(xa z)

Wir schneiden nun ein Stiick des Balkens frei, das durch x = konstant— und z = kon-
stant—Ebenen begrenzt ist und nur durch eine Streckenlast g(x) belastet wird.
Kraftgleichgewicht in x-Richtung ergibt

0:—j axdi+j o, dA + j o dA

o] 7 ]
x y2(z2) z y2(z)
= _'[ O-xx(x(J :Z) dA + _[ J. sz()_ca Z) dx dx + _[ ,[ O-xx(xa Z) dX dz
o xg yi1(2) zp yi1(z)
secotll}
77777777777 G / Y e
] L]
A A
S ] 1
: x|
Toy | +sz
DRI TSV M
e
,,,,,,,,,,,,,, o %
.xO X

Partielle Differentiation nach x ergibt

y2(z) z y2(z) 5
0=20+ 2I Talx,z)dy + | 2.[ W
X

yi(z) z9p yi(z)

dy dz
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: 2(2) aM,(x)

z
= lx,2) 2@ -yi@] + | T Y&
zg y1(z) * y
z y2(2)
- aoabe + Z0 T g
v o ozg yi(z)
mit der Querschnittsbreite
b(z) = yAz) = yi(2) ,
die fiir prismatische Stébe nicht von x abhingt, und
aO-xx (x’Z) _ dMy (x) z z
o a1, 9T
X X v y
Das statischen Moment der Dimension [Léing63 ] ist definiert als
z y2(z2) zp y2(z)
Sy(z):=—j zdA=-| | zdvdz = | [ zdydz.
o4 zg yi1(2) z yi(z)

Damit erhalten wir die Verteilung der Schubspannung als Funktion der Schnittlasten und der
Querschnitts-Geometrie

_ 0.8,

(X , 2) Iy b(z)

Die Schubspannung auf der Ober- und Unterseite eines Balkens ohne Schublasten sind immer
Null, denn das statische Moment verschwindet am oberen Rand (z = zy) wie auch am unteren
(wg. Bezug auf Flichenmittelpunkt), wahrend es dazwischen positiv ist.

Fiir zusammengesetzte Querschnitte kann man die Integration bereichsweise durchfiihren

z; ¥2(z) z; y2(z) zg y2(z)
Sz) = | [ zdvdz+ | | zdvdz+ ..+ | | zdydz.
z yi(z) z; yi(z) zy yi(z)

Beispiel 1: Rechteckquerschnitt

S(z)
>
Txz (2)

V z

In diesem Fall ist das statische Moment
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|

Suz) =

NG =
1
[N

N —
1IN
>
&

I
o>

N | =,

N"@~—-N\®-
N
=
I&

[\

NS ENY

~

Es ist maximal bei z = 0
bh
S Z)max — —_ -
(2) g

Die Schubspannungsverteilung ist parabolisch

sy = SC0 (12 30.00 1_(zj2
zx\A s bh 4 h2 24 h2 .

Ihr Extremum beziiglich z liegtbei z = 0

3 X
Toxor = Tox(X,0) = % .

Fiir einen Vollkreisquerschnitt mit Radius R ergibt sich ebenfalls ein parabolischer Verlauf

2
w0 =120 (2]

mit dem Extremum

400
D
Beispiel 2: Doppel-T-Profil
Hier ist
3 3 2
I, %+2£+ZBH ﬁ+£ .
12 12 2 2

Fir z < — /2 und z > + h/2 gelten

2
Si(z) = g[ﬂ _ 22}

4

139
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5, HI
b

i —> >
y Txz

4 y4 '}

B H 7z
sz(x’ Z) — QZ(x) S](Z)
Iy B

und fiir —h/2<z < +h/2

2 2 2
50 - ﬁ[@ ] ;ﬂ .2 {h_ ] 4

) - 2020
Yy

Wegen des Sprunges von b macht auch die Schubspannung einen Sprung. An den
Ubergangsstellen gelten die Voraussetzungen nicht mehr. Dort hingt die Schubspannung
auch von y ab.

Um den Spannungszustand im Balken zu untersuchen, bendtigen wir auch die Normal-
spannungen o, . Wir setzen wieder einen ebenen Spannungszustand voraus ( oy, = 7, = 7, =

0) und betrachten einen Balkenabschnitt ohne Lasten (¢ = 0 = Q. = konst). Die Gleich-
gewichtsbedingung in z-Richtung ergibt

—I T dA + j oy, dA + I T dAd = 0.
4 % %

Fiir prismatische Stdbe hdngt dann 7, nicht von x ab, weswegen sich die beiden dufleren

Integrale autheben. Wegen der Beliebigkeit der Schnittfliche A4, folgt o, =0.
Fiir die Normalspannungen in x-Richtung gilt weiterhin

O-XX: _yZ.

Iy
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Mit Hilfe des MOHRschen Kreises konnen wir die Spannungsverteilung diskutieren. In der
Néhe des oberen und unteren Randes ist S(z) und damit auch 7. klein. Die Hauptspannung
ist ungefdhr oy, und die HSA liegt fast parallel zu der Balkenachse. Im Mittelbereich des
Querschnittes erwarten wir das Extremum von 7. und damit die maximale Abweichung der
HSA von der Balkenachse.

Um die Durchbiegung wo des Balkens mit Rechteckquerschnitt infolge der Schub-
spannungen konservativ abzuschitzen, machen wir die vereinfachende Annahme, dass im

ganzen Querschnitt die konstante Schubspannung 7., angreift. Mit dem HOOKEschen
Gesetz folgt fiir den Scherwinkel y

I |
\vz
— \
Vi
— _ Textr : — [
L mit y; = wq',

der Ableitung der Verschiebung infolge Schub. Damit ist

WQ' — z-e(x;tr — v
und
1
wo(x) = c [ Texp(x) dx — v2x + C
mit
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und somit

wo(x) = FSth Ox)dx — y,x+C.

Beispiel: Kragtriger mit Rechteckquerschnitt

z, wo(x)

Hier sind
bh’
I, = —,bz)=b, O, = F.
v = (2) 0
Wegen der Einspannung ist y, = 0 und deshalb

3F x
2Gbh

wo(x) =

Die Randbedingung an der Einspannung ist
wolx =0)=0 = C
und damit

Wwol) = 3Fx
¢ 2Gbh’
also eine lineare Verschiebung. Fiir die Verschiebung infolge des Biegemomentes
M,=F (x—[) erhalten wir
M 2 3
wa(x) = — [ —L ax? = F (lx_ _ X_J

El, El, | 2 6

Sie ist maximal am Ende des Trégers

oo = wall) = —F— P = 4F 1’
B max B 3E1y Eb h3 .
Das Verhiltnis der maximalen Durchbiegung fiir x = [ istfir G = ————
2(1+v)
3F1 5 5
W, E
_2:2G§f=3 @ =%U+w%a
Wg 4F 1 8§Gl /
Ebi

Fiir die meisten Materialien liegt v zwischen 0,0 und 0,5 . Fiir schlanke Stébe ist 7 <</
und deshalb wyp vernachldssigbar gegeniiber wp .
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Lediglich fiir gedrungene Querschnitte gilt dies nicht. Dabei war unsere Abschidtzung sehr
konservativ, da wir nicht mit einer mittleren Schubspannung, sondern mit der maximalen
gerechnet haben.

Da die tatsdchlichen Schubspannungen im Querschnitt nicht konstant sind, tritt eine
Verwolbung des Querschnittes ein, die im Widerspruch zur BERNOULLIschen Hypothese
steht.

Schubspannungen in diinnwandigen offenen Profilen
fiir den allgemeinen Fall schiefer Biegung ohne Zug
Die Schubspannungen im Querschnitt

T(x,y,2)dA = 1€, t 1€,

bilden ein Vektorfeld, das dquivalent zur Querkraft ist.

Dieses Vektorfeld ist tangential an die Querschnittsfliche. Ist die Oberflidche des Balkens frei
von Schubspannungen, so muss wegen des BOLTZMANNschen Axioms 7t ebenfalls am
Rand des Querschnitts tangential verlaufen. Fiir diinnwandige Querschnitte parametrisieren
wir den Querschnitt mit der Kurvenldnge der Querschnittsmittellinie s von 0 bis s; und mit
der Querkoordinate ¢ von —b/2 bis +b/2 . Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass t wie

auch o fiiber die Dicke b(s) des Querschnitts konstant sind, also T(x , s) und o(x, s) .
Dann ist
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s, +b(s)/2
Qw = [ zda= [ [ c(x.5)e dgds
R4 0 -b(s)l2

SI
7(x,s)b(s)e;ds = [ tx,s)e ds
0

I
S —=

mit dem Tangentialeinheitsvektor e;. Die Grof3e
Hx,s) := 7(x,s) b(s)

wird Schubfluss genannt. Gleichgewicht in x—Richtung fiir einen Abschnitt xy) <x <x und
0 <s <s ergibt dhnlich wie vorher

0=-[ cdd+ | rda+ [ ocdd
o] 7 o
x +b(s)/2 s +b(s)/2
=—J. o(xp,s)dA+ | [ tx,s)dgdx+ | | o(x,s)dqds
»9/1 X —b(S)/2 0 -b(s)/2

X S
=—[ oGps)dd+ | tx,5)bs)dx + [ olx,s)b(s)ds.
o X, 0
Partielle Ableitung nach x ergibt
T Oo(xs)

0= 7(x,s) b(s) + |
0

b(s) ds.

Aus der schiefen Biegung kennen wir die Verteilung der Normalspannung

_ Mo M
I I

y z
so dass
ia = My (x)z—MZ (x)y = Qz(x)z + Qy(X)y
ox I, I, I, I,
ist und damit
X
I I
y zZ
mit den statischen Momenten der Restflachen
S N
Sy(s) 1=~ zb(s)ds Sis) :=—] yb(s)ds.
0 0
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Bilden wir noch das Moment, das die Schubspannungen beziiglich des Querschnitts-
mittelpunktes erzeugen:

My (x) = [ r(s) x 7(x,s) efs) dA
o

=rsxQx) = Sf r(s) x t(x,s) edls) ds,
0

so definiert diese Gleichung einen Punkt des Querschnitts mit dem Ortsvektor rg, in dem die
Querkraft angreifen muss, damit sie auch momentenmifig dquivalent zum Schubspannungs-
feld ist. Wir setzen rs = yge, +zge, einund erhalten

0 = rgx Qx) — Sj'] r(s) x t(x, s) e/s) ds
0

= (ySey+ZSez)x(dey + 0. e)

- E r(s) x [%Sy(s) + %Sz(s)Jet(s) ds

= 0, [-zse, — Ii [ r(s) % eds) Si(s) ds]
z 0

N

*0.Ise — - [ 1) x e 8,(5) db].
y 0

Dieser Ausdruck wird fiir beliebige Querkrifte Null, wenn beide Ausdriicke in den
geschweiften Klammern verschwinden, womit man zwei Bestimmungsgleichungen fiir die
Koordinaten des dadurch definierten Schubmittelpunktes erhélt, indem man skalar mit e,
multipliziert:

1 5
ys = o= e [ r(s)xefs) Sys) ds
I, 0

SI
zg = — Ea e - | r(s)xefs) SAs)ds.
I, 0

Das hierin auftretende Spatprodukt
2dAKs) 1= e, -r(s) x es)ds
hat die geometrische Interpretation eines doppelten Flichenelementes. Damit folgt

5= -2 [ Sds) ddrts)
I; 9

z
mit
dAF = dAl dS = AF' dS
ds
und
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S S
Ads) = | Aids = % [ e r(s) x efs) ds
0 0

und nach partieller Integration

Sf S.(s) Ar(s) ds = S.(s) Ax(s) S(’) — Sf S.(s) Arpds = 0 + Sf v(s) b(s) Ap(s) ds,
0 0 0

weil
S.(0) = 0 = S,(s))
und

N d N
S) = -] yb@ds = S = - ] W) b9 ds = () bs)
0 0
sind. Es ergeben sich die Bestimmungsgleichungen fiir die Koordinaten des Schubmittel-
punktes

2}

1

2 ! 2 [ Ar(s) b(s) ¥(s) ds
Y 0

s T 7 £ Ar(s) b(s) z(s) ds 5= -

z

Wichtig ist, dass dieser Punkt nur von der Querschnittsgeometrie, nicht aber von der
Querkraft Q abhingt.

Satz: Greift die Resultierende der dufSeren Krdfte an einer Stelle x des Stabes im Schub-
mittelpunkt an, so erzeugt sie kein Torsionsmoment.

Ist der Querschnitt symmetrisch beziiglich der y—Achse, so ist an gespiegelten Punkten dAr

S]
gleich, wihrend S, das Vorzeichen wechselt. Damit ist das Integral | S.(s) dAg(s) =0
0

und somit auch zg =0.

Satz: Besitzt der Querschnitt eine Symmetrieachse, so liegt der Schubmittelpunkt auf ihr.
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Torsion

Die Schnittlasten eines Stabes lassen sich angeben als die Schnittkraft
F(x) = N(x) + Q(x)
= Nx) ex + O)(x) ey + O:(x) e
und das Moment bez. Schubmittelpunkt
M(x) = M(x) ex + My(x) e, + M(x) e,

worin M), und M, Biegemomente sind und M, = M, das Torsionsmoment.

< C o 4@_1“;
"

Sr:D )

Um die Deformationen infolge M, zu bestimmen, konnte man den Stab mittels der
3-dimensionalen Elastizitdtstheorie berechnen. Da dies jedoch auflerordentlich aufwendig ist,
sind wir - wie zuvor beim Biege- und Zugstab - an einer 1-dimensionalen Theorie interessiert.
Eine solche Torsionstheorie existiert aber allgemein nicht. Lediglich unter starken

Einschrankungen sind wir zur Ableitung einer Torsionstheorie in der Lage, die nach
DE SAINT-VENANT benannt wird.

Annahmen der DE ST.-VENANTSschen Torsionstheorie

T1)  Der Stab sei gerade und (bereichsweise) prismatisch.

T2)  Das Torsionsmoment sei (bereichsweise) konstant.

T3)  Die Oberflache des Stabes sei lastfrei.

T4)  Kkonstante freie Verwolbung: Die Verschiebungen u in x hingen nicht von x ab.

T5) Konturerhaltung: Die Verschiebungen in der Querschnittsebene (x = konst.)
resultieren aus einer (infinitesimalen) Rotation.

T6)  Das Material des Stabes sei (bereichsweise) homogen und isotrop linear elastisch
(HOOKEsches Gesetz).

Wir betrachten zunéchst die Kinematik der de ST.-VENANTSschen Torsion. Dazu zerlegen
wir die Verschiebungen in einen axialen Anteil w, und einen planaren w, in der
Querschnittsebene mit

u=utu,
ue = u(y,z) e
u, =ve,twe;,.
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GemalB (T5) stellen wir die infinitesimale Rotation dar als Kreuzprodukt mit einem axialen

oder Drehvektor @ (x) e, und dem Ortsvektor r beziiglich dem Bezugspunkt oder
Drillruhepunkt, dem allerdings lediglich eine kinematische Bedeutung zukommt:

u =ve,twe;
= Je,xr
= e, x(xectye,+ze)
= J(ye.—ze)
& v = —z9(x) und w =y Hx).

4 hei3t Torsions- oder Drillwinkel, seine Ableitung

D := 9'"= ﬁ
dx
ist die Drillung. Daraus folgt fiir die Dehnungen
LA — Wy g W
oy oz oz oy
&y = &7 = 1/2(@ + 8_wj =0.
oz oy
Gemal (T4) ist
Ex = % =0 (keine Langsdehnung) .
X

Die einzigen nicht-verschwindenden Deformationen sind

&y = &x = 12(% + @) = ’/2(% -z 4" = ’/2(@ -z D)
oy ox oy oy

ou ow ou Ou
8=€=’/(—+—)=’/—+ 4" =% (— +yD).
XZ ZX 2 P e 2(52 Yy ) 2(82 Y )
Nach dem HOOKEschen Gesetz sind die einzigen von null verschiedenen Spannungen

Ty = Ox = 2G &,
Tz = T = 2G &

mit dem Schubmodul G . Es treten also beziiglich dieses KOOS keine Normalspannungen
auf, insbesondere auch keine in axialer Richtung (Wolbspannungen). Dies ist nur moglich,
wenn sich der Stab frei verwolben kann. Ist die Verwdlbung dagegen behindert, so gilt die
vorliegende Theorie nicht mehr und man muss stattdessen Wélbkrafttorsion betreiben, was
hier aber unterbleiben soll.
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Zeichnet man fiir den gegebenen Spannungszustand den MOHRschen Kreis, so liegt dessen
Mittelpunkt im Ursprung.

AY
‘\2([)0 c MZ s Ml‘
> <« | < ko — >
S c AR
17 ’l T
™ ’%‘,’I
MOHRSscher Kreis

Die HSA sind demnach um 45° gegeniiber dem Querschnitt geneigt. Die Hauptspannungen
sind

or=+tr7

oy = — 7.
Der Schubspannungsvektor in einem Punkt des Querschnitts ist

T = Ty(V.z) et (y,z) e, .
Wegen (T1) und (T2) hidngt t nur von y und z ab, nicht aber von x . Das daraus
resultierende Torsionsmoment ist mit dem planaren Ortsvektor r, = y e, +ze;

M,= [ r,xtdd = | (v7: —2z1y) dA4 e.
K74 o

Wenn aber weder das Torsionsmoment, noch der Querschnitt, noch das Material von x
abhingen, ist die Drillung D (bereichsweise) konstant.

Damit haben wir die Annahmen der DE ST.-VENANTschen Theorie ausgeschopft. Wir
kommen jetzt nur noch durch weitere Einschrankungen weiter. Die

BREDT?'sche Torsionstheorie

gilt fiir einzellige Hohlstiibe mit diinnen Winden.

Wir parametrisieren die Wand durch die Bogenlidnge s und fiihren eine von s abhingende
positiv orientierte ONB {e,, e,(s) , e/s)} ein mit
e, : axial
e, : dullere Normale
e, : tangential

2! Rudolf Bredt (1842 - 1900)
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7~ N

Wir beschreiben die Wanddicke des Querschnitts mit b(s) . Wegen (T3) muss das Schub-
spannungsfeld im Querschnitt tangential an die Oberfliche sein (siehe voriges Kapitel).
Wegen der angenommenen Diinnwandigkeit liegt es wiederum nahe, folgendes anzunehmen:

T7)  Die Schubspannungen im Querschnitt sind konstant in Querrichtung.

Sie hingen damit nur von s ab: 7 = 7(s) . Da sie dann auch tangential sind, gilt

T = 7(5) eds).
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Wir schneiden nun einen Teil der Wand zwischen x; und x, sowie s; und s, frei und
tragen an den Schnittflichen die (einzigen) Spannungen 7z = 7, an. Gleichgewicht der
Krifte in e, liefert

[ ol blss) dr — | tu(s2) b(ss) dx = 0.

X X
Da dies zwischen beliebigen Stellen x; und x, gelten muss, folgt
Tes(s1) D(s1) = Tus(s2) b(s2),
womit das Produkt, der Schubfluss
1= Ti(s) bls)

als unabhéngig von s erkannt wurde.
Die Schubspannung ist also dort am grofiten, wo die Wandstdrke am kleinsten ist.
Wir berechnen damit das resultierende Torsionsmoment beziiglich des Drillruhepunktes

M; = [ rp,xtdAd=§ r,x7y(s)e b(s) ds = § rpxte;ds
o

oder dessen Grofle

M, = M;-e. = § r,x71 b(s) ds

= § ryxte ds-e

1§ r, e xe ds
=t§ r,-e,ds
=t rods
mit dem Normalabstand der Wand vom Schubmittelpunkt

ri(s) 1= Iy ey,

Das Integral
<f> ry ds = ZAm

lasst sich als die zweifache Mittelfliche des Querschnitts deuten. Wegen der angenommenen
Diinnwandigkeit des Querschnitts ist A4, ungefdhr die Fliche des Hohlraumes. Damit gilt

M, =24, t = 2 Ay b(s) 1s(s)
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oder die 1. BREDTsche Formel

152

M,

ngx(S) = z-xs(S) = ZA—b(S)

Stellen wir nun auch die Kinematik beziiglich der natiirlichen ONB dar:
U, = upe, + use
mit
U = €-u, = €- (e xry) = F(e xey) - rys)
= 8¢, r, = Iri(s).

Durch partielle Ableitung nach x erhalten wir eine Gleichung fiir die Drillung

oy G'ri(s) =Dry.
ox

Das HOOKEsche Gesetz liefert

" B 2\ Os Ox

1 Ou, Ty t
il +D = - -
> (% =56 T 26h

und aufgeldst nach

Oou,  t

N t t \) ] N
u(s) — u0) = — —Dr))ds = — —— ds — D ri(s) ds
(8) — ux(0) (I)(Gb 1) ds G(I) bis) & £ 1(s) ds
Integrieren wir iiber den gesamten Querschnitt, so ist
t ds t 2A4,D
0) — u(0) = 0= — - D24, — = m
b(s)
oder aufgeldst nach D mit M; = 2 A4, ¢
t d M d
D= i s _ ; i s
2G4, b(s) 44,°G b(s)
und damit die 2. BREDTsche Formel
2
19’=D=% mit I .= 4 A
GI, -5
b(s)

dem Torsionsflichenmoment. Der Torsionswinkel ergibt sich als das Integral {iber x

M, dx = 9 + L x
G1, Gl,

9(x) = 9 + |

mit der Randverdrehung 9, als Integrationskonstante. Die Langsverschiebung ist
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ux(s) = u(0) + D [;1:1?; % - z ru(s) ds] = u(0) + Dfis).
b(s)

Die Konstante u,(0) beinhaltet eine starre Verschiebung des Querschnittes. Der zweite Term
ist die Querschnittsverwolbung, die also proportional zur Drillung ist. f{s) ist eine Form-
funktion, die nur von der Querschnittsgeometrie abhingt (wie schon [, ). Fiir regelmdpfige
Vielecke ist die Querschnittsverwolbung Null.

Beispiel: Kreisrohr
Radius r=r,, konstante Wandstirke b

Ap = ¥ §§ _2rr
b b
2 2.4
It:4Am:47rr PN
§§ 2nr
b b
T = ———— = —— also unabhingig von s
24, b(s) 27217
24, [ ds t 2717 s
= — — ds = — - =0
fs) (&g by g ri(s) ds 2y 0
b(s)

also keine Verwolbung.

Beispiel: Rechteckprofil konstanter Dicke
Hohe H , Breite B, konstante Wandstiarke b
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2(B+H
P 0
b b
2 2772
=t 28°H
§§ B+H
b
M, M,
T= ——— = —Lt— = konst.
24, b(s)  2BHb
24, 5 ds s 2BHb s B
0<s<H/?2: 5) = M — — [ r)ds = —/—— = — = §
/) 450 b(s) (J) L) ds 2(B+H) b 2

b(s)

B H B
= |l— - —|s
(B+H) 2
f(s) ist extrem in den Ecken und Null auf den Seitenmitten. Mit Symmetrieargumenten kann
man die Funktion auf den anderen Seiten erginzen.

Fir B = H handelt es sich um ein regelméBiges Viereck und f{s) ist Null, also keine
Verwolbung.

Dickwandige und Vollprofile

Lassen wir nun die Annahme der Diinnwandigkeit fallen und betrachten dickwandige Profi-
le bis hin zu Vollprofilen.

Dabei hat man vom Schubspannungsfeld, das wieder zur Oberflache tangential sein muss,
die Vorstellung, dass es auch im Innern tangential an ineinander verschachtelte geschlossene
Kurven ist, die Trajektorien genannt werden (von lat. traicere werfen). Zwei eng benachbar-
te Trajektorien schlieen einen Partialquerschnitt d4 ein, fiir den die Voraussetzungen der
BREDTschen Theorie gelten. Wegen der Konturerhaltung kénnen sich alle Partialquer-
schnitte gleichzeitig kompatibel verdrillen, wenn die Drillung D fiir alle gleich ist.

Ist db(s) die (infinitesimale) Dicke von d4 und dM,; das von dA getragene Torsions-
moment, so gilt nach der 2. BREDTschen Formel
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dM; = G D dl; mit dl; 1= 41;1,5’ ,
b
wobei 4, die Mittelflaiche von dA ist. Die Schubspannungen in d4 sind nach BREDT 1
— th
BT 24, db

Die betragsméBig groften Schubspannungen treten dort auf, wo db am kleinsten ist und die
Trajektorien am dichtesten verlaufen. Das gesamte Torsionsmoment ist dann das Integral iiber
alle Partialquerschnitte

Ml‘ = J. th =GD J. dll‘ = GDII‘ mit Il‘ = J. dll‘
o o o

Das Problem bei diesem Vorgehen besteht darin, die Lage des Trajektorien-Feldes zu
ermitteln. Lediglich in Spezialféllen lassen sich hierzu einfache Aussagen machen.

Beispiel: Kreisquerschnitte

Wir betrachten einen Kreiszylinder mit AuBlenradius 7, und Innenradius r; . Fiir Vollkreise

ist 7; = 0. Aus Symmetrie-Griinden sind die Trajektorien ebenfalls (konzentrische) Kreise.
Betrachten wir also einen Partialquerschnitt zwischen » und » + dr . Dann sind

A,,,=7rr2 db = dr
2 4 24
dl; = % -2 =2xrdr
i;75 2rr
db dr

dM, = GDdl, = 2G D =¥ dr

ra
L= [ d,= | 2 xrdr = " —r)
o .

1
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= ”/Z(I’a_ri) [ra3+ra2ri+rari2+ri3]

und damit
M, = GDI, = GD 7 (r. - r)
Fiir », = r; wird hieraus wieder

I, ="%b4r = 2zbr

wie fiir diinnwandige Kreisrohre.
Fiir Vollkreise bleibt
L="hr.
Die Drillung ist beim dickwandigen Kreisrohr
M, 2M,
G I, ﬂ(r: - r-4)G

und die Schubspannungen

dM, GDdl,  GD2xrdr M,
24,,db 24, db 27 ridr

T)CS

also linear in r . Sie sind am Innenrand (betragsmiBig) am kleinsten und wachsen linear mit
r. Bei r, sind sie am grof3ten.

Fiir elliptische Vollquerschnitte mit Achsenldngen a und b < a berechnet man

343
b 2M
I, = —ﬂza 3 und Tnaxy = —— >,
a +b mrab
die am duBleren Rand der kleineren Halbachse b auftritt.
Fiir quadratische Vollquerschnitte (Seitenléinge a) erhélt man ndherungsweise

I, = 0,141 a° und Timax :Ly
0,208 a

die in der Mitte der Seiten auftritt.

Seifenhautgleichnis

Die vorangehende Torsionstheorie ist leider nur dann anwendbar, wenn man die Lage der
Schubspannungstrajektorien kennt. Dies gilt aber nur fiir einige wenige spezielle Fille, wie
den Kreisquerschnitt. Fiir alle anderen kann man das Torsionsproblem zwar auch 16sen, muss
aber dafiir i. Allg. ein zweidimensionales Randwerproblem 16sen, dass im Innern durch eine
partielle Dgl. beschrieben wird.

PRANDTL? ist aufgefallen, dass der gleiche Dgl.-Typ mit denselben Randbedingungen
auch ein gédnzlich anderes Problem beschreibt. Spannt man ndmlich {iber eine ebene geschlos-
sene Kurve aus Draht eine Membran (Seifenhaut) und setzt diese von der einen Seite einem

2 Ludwig Prandtl (1875 - 1953)
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bestimmten Druck aus, so wolbt sie sich mit einer charakteristischen Form, die nur von der

Randkurve abhédngt. Dann ldsst sich folgendes zeigen:

e Die Hohenlinien dieser Membran iiber der Randkurve entsprechen den Schubspannungs-
Trajektorien eines Vollquerschnitts mit gleicher Kontur;

e Die Grofle der Schubspannungen an einer Querschnittsstelle ist proportional zu der
Steigung der Membran;

e Die Torsionssteifigkeit /; ist proportional zu dem Volumen unter der Membran bei
vorgegebener Spannkraft und Innendruck.

Membran

~>=Hohenlinien

Randkurve

Durch diese Analogie ist eine interessante und anschauliche Interpretation der Trajektorien
gegeben.

Hydrodynamisches Gleichnis

Es existiert noch eine weitere Analogie aus der Hydrodynamik. Es kann ndmlich gezeigt
werden, dass die Stromlinien einer ebenen stationidren Stromung mit konstanter Zirkulation in
einem GefdB mit dem Querschnitt des Torsionsstabes ebenfalls mit den Schubspannungs-
Trajektorien zusammenfallen.

Diinnwandige Vollquerschnitte mit parallelen Rindern

Auch fiir diesen Spezialfall haben wir eine Vorstellung von der Lage der Schubspannungs-
Trajektorien. In Randndhe miissen sie - wie immer - parallel zum Rand sein. Da aber wegen
der angenommenen Diinnwandigkeit die Querschnittspunkte randnah sind, sind alle
Trajektorien mehr oder weniger randparallel. Lediglich an den Extremen oder bei starken
Querschnittsanderungen ist uns die Lage nicht bekannt. Wir gehen aber davon aus, dass diese
Bereiche klein und damit vernachléssigbar sind.
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Mit den Bezeichnungen aus der Zeichnung erhalten wir

ds 2h
An = 2qh — & —
1 Y = dq
44> 16¢°K’
dl, = — = — =8¢ hdg
ﬁg% @
b/2 b3h
L= [ dl,= | 8¢ hdg =[8hq'/315? = —=
o q=0 3
Ho Mo 3M,
GI, Gbh
dM, dl, 8q°hdg
= =GD =GD—+
T 24 db 24, db 4qhdq
2M M
=2GDq = —"q =6—-q,
T T Oy 1

also linear in ¢ , und nicht mehr konstant wie im Falle diinnwandiger Hohlquerschnitte. Der
Schubfluss durchlduft den Querschnitt auf der einen Seite in einer Richtung, auf der anderen
in Gegenrichtung.

T
q
Vergleich un-/geschlitztes diinnwandiges Rohr
Wir hatten fiir das ungeschlitzte Kreisrohr erhalten
L, =2n P b T = Mtz = konst.
2rxreh
Im geschlitzten Fall ergibt sich stattdessen
M
Le=bW3=027r/3 r = Lg = 3%61
ItC b r

und die maximale Schubspannung tritt bei ¢ = b/2 auf und ist
M, b _ 3M,
birr 2 26°nr

Tmax =

Das Verhiltnis der maximalen Schubspannung von ungeschlitzt zu geschlitzt ist 5/37 und das
Verhiéltnis der Tragheitsmomente und damit der Torsionssteifigkeiten

L, _ 26’ b

Ly 32z 3%
Fiir ein 3 mm starkes Rohr mit Radius 30 mm ist dies dann beispielsweise 1/300.
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Zusammengesetzte Querschnitte

Setzt sich der Gesamtquerschnitt aus » diinnwandigen Vollquerschnitten zusammen, so
handelt es sich um eine Parallelschaltung: die Drillung D ist fiir alle gleich, wiahrend sich
die Momente addieren

My = My + Mp + ... + My,

= GDWy + Ip + ... 1) mit I; = b7 hi/3

GDIt mit Il‘ = Iﬂ + ItZ + ... +Itn .

Dabei gilt

My _ GDI; _ I

M,  GDI, I~
womit sich die Teilmomente verteilen wie die Teilflichenmomente. Die Schubspannungen im
i-ten Teilquerschnitt sind

; i M
’qi=21 ;=2 —4q;=2GDyg,.
ti

Sie sind dort am groBten, wo b; maximal ist.

Ti:6
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Elastische Energie

Viele Verfahren der Elastostatik und der -dynamik benutzen energetische Aussagen iiber
Gleichgewichts- bzw. Bewegungszustinde. Diese Verfahren (oder zumindest einen kleinen
Teil davon) werden wir spéter behandeln. Unser Abschnitt liber Elastizitdt wére allerdings
unvollstindig, wenn wir die elastische Energie unerwihnt lieBen.

Im eindimensionalen Fall ist unter Verwendung des HOOKEschen Gesetzes o = E ¢ die
volumenspezifische Spannungsleistung

dw(e)
de
also gleich der zeitlichen Anderung der Formiinderungsenergie
w(e) 1= %E &,
Fiir die Spannungen bildet sie ein Potenzial
dw(e)

o= —2
de

i i= o0& =Eege" = (LEE) = we) = &,

Das Zeitintegral hieriiber die Spannungsarbeit

t
a = [ Lidr=w(e,
0

die als Energie gespeichert wird.

Dies soll nun dreidimensional verallgemeinert werden.

Definition: Die volumenspezifische elastische oder potentielle Energie eines elastischen
Materials ist eine skalare Funktion der Dehnungen

w(&rr, &2, €13, &1, &2, €23, §1, E2, £3) ,

die folgenden Potentialbeziehungen erfiillt:
ow

Gel-j

- o fiir i,j=1,2,3.

Die elastische Energie des Korpers ist dann

w=1_ wdV.
v

Man kann zeigen, dass eine solche Energie fiir inelastische Korper nicht existiert. Nicht
einmal fiir alle elastischen Korper ist dies der Fall. Fiir solche, die mit dem HOOKEschen
Gesetz beschrieben werden, ist hingegen die Existenz gesichert. Sei ndmlich

3
1
wi="/ Z O'ij(é'”, e s £33) &ij + wy
ij=1I
= YV2(0y1 611 T 022 &2 + 033 €33 T2 €121 T23 E23 1 131 €31 21 &2

+ 132832+ 113 £13) T Wo
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und o; mit Hilfe des HOOKEschen Gesetzes durch die Deformationen ausgedriickt, so

erfiillt dieses w fiir beliebige Konstanten w, die Potentialbeziechungen (wie gleich gezeigt
wird).

Befindet sich der Korper in seiner spannungsfreien Ausgangslage, so sind alle
Deformationen Null und w = wy . Diese Konstante besitzt keinerlei physikalische Relevanz
und kann deshalb immer zu Null normiert werden.

Wir weisen nun fiir zwei typische Félle die Potentialbeziechungen nach. Dazu setzen wir flir
die Spannungen in w das HOOKEsche Gesetz ein:

v
w = %{2G[e;+ ; (&11 + &2+ &33)] €11

+2G [&n +

v
y (&11 + &2+ &33)] &2

v
+2G [e33+ ; (&11 + &2+ &33)] €33

2 2 2 2 2 2
+2G (e &5 e ter e e}

1) iE]Ej
ow y y
o&, AL 1_2v]811+[811+ 1_2v(811+822+333)]+ 1_2v(822+833)}

=2G{811+ ] Y

(11 + &2 + &3)} = ou
2) i=1,j=2

ow
6812

= 1/22G2€12 = Ojp2.

Fiir alle anderen i und j folgt die Potentialbeziechung vollig analog.
Die Energie-Dichte kann additiv in zwei Anteile zerlegt werden
w = wg + wg

¢ mit der Kompressionsenergie oder Dilatationsenergic (HOOKE: —p = K e = 5/3)

wg 1= —Vepe =" V(o + ot o33) (e t 2t &33)
] Ke? s?
18K
mit der Volumenédnderung e = ¢g; t+ & t &;3; und dem mittleren Druck

—p =" (o1 + ot 033) = /3,
e und der Gestaltiinderungsenergie
we 1= w — wg = %{(o11tp) 1t (022Fp) &22F (033 T p) €33

+orppEn torzEs t nzes t e *ot3 £31 T 132 €324
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3
=1 z O-’ijgij
i,j=1

mit den Deviatorspannungen

o1 =05 +p =0~ "5s =520 — 02— 033)
G i=0p +p=0n-"hs =520 o33~ 1))
o4 := 033 +p = o33 — 55 ="5(2033 — 011 — 02)
ol = T fir i #j.

Wihrend in der obigen Darstellung die Energie sowohl von Spannungen als auch von
Dehnungen abhéngt, kann man mit dem HOOKEschen Gesetz auch eine reine Spannungs-
darstellung erzeugen. Das HOOKEsche Gesetz besagt

1 v 1 I v
&i = — loi — s] = — o + (/5 - s
il 2G[zz ]+V] ZG[ ii (3 1+V)]
und
1 .. )
&j = % i fir i ],
und damit fir die Summe
23] ol &i = ij o L[O‘"' + (s - =) s)
= il ©ii = ii 2G il 3 1+V
- 23: G£i2+z310'_£l-(1/_ v )S:ZS: ol
2 26 5 2607 14 5 26
weil
ot ontos=20
ist. Damit verbleibt
3
) 2
wg = — o'
46,20
In einem beliebigen KOOS gilt
1
wg = —— [(017— 022)° + (022~ 033)° + (033 — o1’ + 6 (717 +715° +025)].

12G

Man beachte, dass fiir linear elastische Materialien die Energie eine quadratische Form der
Dehnungen ist, also nichtlinear. Es gilt deshalb beziiglich der Energie das Superpositions-
prinzip nicht allgemein.

Federenergie

Fiir eine Feder mit der Steifigkeit C , Federkraft F und der Ladngung AL gilt mit der
Federenergie

W = 1% CAL"
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die Potenzialbeziehung

dw

F = .
d AL

Elastische Energie eines Zug- und Biegestabes

Als besonders wichtiges Beispiel betrachten wir den Biege-Zug-Stab bei ebener Biegung.
Die Spannungen in einem Querschnitt mit Schnittlasten N(x) , M,(x) an einer Stelle mit den
KOO y und z sind unter Vernachldssigung von Schub

NE) My(x)zl
A(x) 1, (x)

ox,y,z) =

Damit ist die spezifische Energie an dieser Stelle

2
M
w(x,y,z) = bolx,y,z) ex,y,z) = é olx,y,z) = é{ﬂ + _sz )

Die Energie des Stabes ist mit dV = dx dA

In diesem speziellen Falle ldsst sich also die Energie additiv zerlegen in

L2 L L
e die Dehnungsenergie 72 I —dx = I Nu'dx = I EAu” dx
EA
0 0 0
L MZ L L
e die Biegeenergie ) I L dx = -4 J. M, w"dx = 7 J. El, w"? dx
0 Ely 0 0

Bei schiefer Biegung kommt noch
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L MZ L L
e die Biegeenergie ) .[ EIZ dx = % j M, V'dx = % J E L v" dx
0 z 0 0

hinzu. Sind die Schnittlastenverldufe iiber die Stablénge bekannt, so kann die Integration liber
dx ausgefiihrt werden.

Als Beispiel betrachten wir den Kragarm unter Einzelkraft

z, wi(x)

Das Biegemoment ist My(x) = F(x—-L)

und damit die Biegeenergie

L M F? L ,
W=1%| ——dx=1% [ (x—L) dx
0o EI, El, ¢
Damit folgt
- Fr
6EI,

Die Scherenergie

-Dichte ist nach dem HOOKEschen Gesetz 7;; = G y;; = 2G &; und dem BOLTZMANNschen
Axiom 7; = 7; , sowie definitionsgemidl &; = g;

3
w="0h 3 oje = buzestuie) =%t /G.
ij=1

Die Scherenergie des Stabes ist

L 2 L 2 2
W= [ wdv= | | —dddx= | j%dﬂlx
7 x=0 7 2G =0 o7 2G1, b(z)’
L 2 2 L
S
=% | ‘sz ] (Z)z dd dx = £ ] Q22 dx
x=0 GI,,° s b(z) 2G4 x=0

mit der dimensionslosen Formzahl

2
B = AZJ S(z)

2
1" o b(z)

d4

die sich als s fiir Rechteckquerschnitte und '/, fiir Kreisquerschnitte ergibt. Fiir schlanke
Stibe kann sie gegeniiber der Biegeenergie vernachlissigt werden.
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Torsionsenergie

Nach der DE ST.-VENANTSschen Torsionstheorie verbleiben in der spezifischen Form-

dnderungsenergie lediglich
2

— 1 — _ xXs 2
w = /2(sz gxs+z—sx gsx) = Txs s T 2G - 2G€xs-

Fiir diinnwandige Hohlquerschnitte gilt die 1. BREDTschen Formel

() =
(s) = —/———
24, b(s)
und damit
2
w(s) = S 5
8 G 4, b(s)
. . . . ) o 44,7
Die globale Torsionsenergie des Torsionsstabes der Lange L ist mit /, : = s
Vo)
W= wdV= 1| [ wdddx = [ § w(s)b(s)dsdx
v £ o L
2 2
255—]\? dsL = MtLZ $ ds
8G 4;, b(s) 8G 4;, ~ b(s)
. Ml‘
und mit der 2. BREDTschen Formel D = Gl
t
2
w="1nM M pL=" Gl DL,
Gl
, . : g . e , 2M,
Fiir offene diinnwandige Profile ist die Torsionsenergie-Dichte mit 7 = ;4
t
2 2
_ Ty _ 41%: 2
W = =
@ =56~ 2611
und mit 7, = b’ h/3
L b2 h g M2 b2
wo =1 [ | i - g’ ds dg dx = i = hq’dg L
0o -b/2 0 2G1; 2G 17 b2
4M; 3ol 4b/2 M} bh
= —— hq/3 L= i
G 7N 2617 34

2

=1 M; L =1 MDL
2 G]t 2 t 9
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also genau wie in der BREDTschen Torsion, aber mit unterschiedlich definiertem 7, .

Fiir zusammengesetzte Querschnitte ist die Torsionsenergie die Summe aus den Energien
der Partialquerschnitte.

Ubersicht der Energie von elastischen Stiiben (ohne Beriicksichtigung von Schub)

Art Dgl. Energie Potenziale
L 2 L _
Dehnung | N= EAu’ wW=1% | N—dx =% [ EAu"dx N = 8_w'
0o E4 0 du
. L MJZ/ L 5 ow
Biegung M, =—-ELw" W=7%| ——dx="%][ ELw"dx M, = —
0 E]y 0 ow
L 2 L —
Biegung M, = EL V' wW=1% | M; dc = % [ ELV"7dx M, = 8v1’/’
0 Elz 0 ov
L M? L =
Torsion M, =GILY W=1 [ —Ldx=1%[ GI ¥ dx M, = sg’
0 t 0

Wir haben hier bei den Potenzialbeziechungen im Zahler die spezifische elastische Energie mit
einem Balken versehen, damit man sie von den Verschiebungen u, v, w des Stabquerschnitts
unterscheiden kann.

Festigkeits-Hypothesen

Um die Festigkeit eines Bauteiles nachzuweisen, werden Kriterien an seine Belastung
aufgestellt, die eine obere Grenze der Belastbarkeit definieren, unterhalb derer kein Schaden
auftreten soll(te). Derartige Aussagen nennt man Festigkeits-Hypothesen oder -Kriterien.
Diese konnen

¢ global oder lokal sein. Z. B. ist ein Knicksicherheitsnachweis in dem Sinne global, als
Knickldnge, Schlankheit, Lagerbedingungen eingehen. Lokale Hypothesen beziehen sich
dagegen auf die lokalen GréBen in einem/jedem Punkt des Bauteils, wie die Spannungen,
Dehnungen, spezifische Energie, usw.

e elastisch oder inelastisch sein. Die elastischen beziehen sich lediglich auf die
momentanen Zustandsgroflen Spannungen und Dehnungen, nicht aber auf die Dehnungs-
geschichte, Belastungsgeschwindigkeit, o. &.

e isotrop oder anisotrop sein. Anisotrop sind sie dann, wenn das Materialverhalten
richtungsabhéngig ist, wie dies bei Holz, faserverstarkten Materialien, Laminaten usw. der
Fall ist.

Wir werden uns im Weiteren auf lokale, elastische und isotrope Kriterien konzentrieren.
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Hierfiir unterscheidet man
e Spannungskriterien

e Dehnungskriterien

e Energiekriterien.

Da man mit dem elastischen Gesetz Spannungen und Dehnungen ineinander umrechnen kann,
kann man alle diese Kriterien beispielsweise als Spannungskriterien formulieren.

Die einfachsten und wichtigsten Spannungskriterien sind folgende, wobei wir die Haupt-
spannungen so nummerieren, dass stehts o) > o> 6ty gilt.

Die Normalspannungs-Hypothese (LAME> 1831)

Sie begrenzt die maximale Normalspannung in einem Bauteil. Diese ist in jedem Punkt
gegeben durch die maximale Hauptspannung c";:

H +
7 < Gzul

Oft ist es angebracht, auch die minimale Hauptspannung o'';; durch eine zuldssige
Druckspannung nach unten hin zu begrenzen

H _
G 2 Oz -

Bez. beliebiger KOO gilt fiir den ESZ

2
o Tua Oy Ox ~ Oy 2
orm = 5 G| + Oy

2 2

Wir haben dieses Kriterium bereits im Abschnitt {iber Zug- und Druckstibe kennengelernt.
Dieses Kriterium wird hauptsichlich bei sproden Materialien oder bei hohen Dehngeschwin-
digkeiten angewendet.

Die Schubspannungs-Hypothese (TRESCA** 1865)
stellt eine Begrenzung der maximalen Schubspannung z,,. im Bauteil dar. Der Zusammen-

hang mit den Hauptspannungen ist

H H-
Tnax = 72 (0] — opp )

oder bez. beliebiger KOO im ebenen Spannungszustand

2
Oxx ~ Oy 2
Tmax = \/ ( 2 + ny

Das Kriterium nach TRESCA lautet dann

Tmax < Tzul

» Gabriel Lamé (1795 - 1870)
* Henri Edouard Tresca (1814 - 1885)
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Dies wird vielfach bei zdhen Materialien angewendet.
Die einfachsten und wichtigsten Energiekriterien sind folgende:

Die Energie-Hypothese (BELTRAMI* 1903)
Wie wir gesehen hatten, ist fiir ein linear-elastisches isotropes Material
3

w =% z Gjj &
i,j=1

die spezifische elastische Energie. BELTRAMI hat vorgeschlagen, die elastische Energie als
Kriterium zu verwenden

W < Wy

Wir zerlegen nun die Energie-Dichte in Kompressions- und Gestaltinderungs-Energie. Da der
Kompressionsanteil bei den meisten Materialien das Versagen erheblich weniger beeinflusst
als der Gestaltédnderungsanteil

3
wg = ) Z G'ij Sij
i j=1
1 2 2 2 2 2 2
= E [(Oxx — O}/y) + (ny_ 0z)" + (0= 0)” + 6(7xy 0 Ty )]s

hat sich das Energie-Kriterium nicht durchgesetzt, sondern stattdessen das folgende
modifizierte Energiekriterium.

Die Gestaltinderungsenergie-Hypothese (HUBER 1904, v. MISES®® 1913)
begrenzt nun

e < WG zul

Diese Kriterium wird hdufig bei duktilen Materialien angewendet. Es unterscheidet sich nur
wenig vom TRESCA-Kriterium (max. 15 %).

Alle diese Kriterien lassen sich im einachsigen Zugversuch mit 6] = o4, 'y = 0 =
GH]]] identifizieren. Man erhélt

¢ fiir die Normalspannungs-Hypothese
6z < 67 £ Oz

o fiir die Schubspannungs-Hypothese
67 <2 tw

o fiir die Gestaltanderungsenergie-Hypothese

Oz < 4/6G WGzul -

** Eugenio Beltrami (1835 - 1900)
2® Maksymilian Tytus Huber (1872 - 1950), Richard M. E. von Mises (1883 - 1953)
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Kinematik

ist die Lehre der Bewegungen von Korpern. Da es sich bei Bewegungen um raum/zeitliche
Vorginge handelt, ist Voraussetzung unserer Untersuchungen, dass wir Geometrie (rdumliche
Messungen) und Chronometrie (zeitliche Messungen) anwenden kénnen. Bevor wir uns mit
der Kinematik von deformierbaren Kdrpern beschiftigen, befassen wir uns vorerst mit der -
wesentlich einfacheren - Beschreibung von Bewegungen von einzelnen Punkten.

Kinematik der Punktbewegungen

Da Bewegungen grundsétzlich relativ zu Bezugssystemen definiert werden, wollen wir
zunidchst ein solches einfiihren.

Definition: Ein Bezugssystem (BZS) besteht aus
e cinem Bezugspunkt O und
e ciner Bezugsbasis {e;} (der Einfachheit halber als ONB eingefiihrt).

Man unterscheidet zwischen raumfesten und bewegten Bezugssystemen. Eine exakte
Definition dessen, was unter raumfest verstanden werden soll, kann an dieser Stelle noch
nicht gegeben werden. Fiir die meisten ingenieurméfigen Probleme ist es allerdings
ausreichend, sich darunter ein beziiglich der Erde festes BZS vorzustellen. Fiir astronomische
Untersuchungen reicht dies allerdings nicht aus.

Beziiglich eines BZS konnen wir die Bahn eines (bewegten) Punktes P durch dessen
Ortsvektor

N
r(t) := OP
darstellen, der i. A. von der Zeit abhdngt. Beziiglich der ONB hat er die Komponenten-
darstellung
r = x/(f)e; + xxf) e2 + x3(0) 3

mit den ebenfalls zeitabhéngigen kartesischen KOO x;(f) des Punktes.

Die Geschwindigkeit des Punktes P zur Zeit ¢ gegeniiber dem BZS ist dann der
(zeitabhéngige) Vektor
dr(1)

v() :=r@) = 0 = x/(0)"e; + x:(6)" e + x3(0)° e;3

und die Beschleunigung des Punktes P zur Zeit ¢ gegeniiber dem BZS der (zeitabhéngige)
Vektor

a(t) ;= v =r®"” = x;(0"e; + x2:00)" e + x3(0)" e3.
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Der hochgestellt Punkt bedeutet die (partielle) Zeitableitung. Ist (zeitweise) v = o, so heilt
der Punkt unbewegt, ist a = o, so heifit er unbeschleunigt gegeniiber dem BZS. Die
Geschwindigkeitsgrofie ist der momentane Betrag der Geschwindigkeit

vi=lv| = \/x;2+ x5+ xy
und analog die Beschleunigungsgrofie
a:=lal = xj"2+ 53724 32

Oft benétigt man die Darstellung der kinematischen GroBen in Zylinderkoordinaten
{r, @, z} . Es gelten die Koordinaten-Transformationen

r = xZ +y2
(/)Zarctanl
X

X =r cos @
y =r sing

Die momentane Lage des Punktes kann dann durch die drei KOO {r(¢), ¢(?), z(f)} angegeben
werden. Fiir jeden Wert dieser KOO benutzt man die lokale Basis {e.(¢), e,(¢), .} mit

e(p) = cosp e tsing e,

ey(p) = —sing e, +cosp e, .
Daraus folgen

CZ; =e, und a;—;’ = —e.

Dabei muss man beachten, dass diese Basis zeitabhingig ist, wenn ¢ von der Zeit abhingt.
Der Ortsvektor des bewegten Punktes P ist

r(®) = (1) edp(1) + z(1) e

und mit Produkt- und Kettenregel

der((p)

v() = e+ () d—go p+ze,

=retrge,tze,.
Die Beschleunigung ist
a0) = e+ P g et e, g Ck—¢¢' + e
’ do v v do :

=rte +2rge,tro e, - rgo'Zer + z"e,

" - r go'Z) et Crro’+reie, +z"e,.
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FRENET?sches Dreibein

Oft ist es vorteilhaft, statt der festen Bezugsbasis eine bewegte, d. h. zeitabhingige
natiirliche Basis zu benutzen. Wir definieren fiir beschleunigte Bewegungen
¢ den Tangenten(einheits)vektor

vt
e () := () .
V(1)
Zerlegt man nun die Beschleunigung

a(r) = a; (1) +a, ()

in ihren Tangentialanteil, der Tangentialbeschleunigung

() 1= (a-e) ¢

und ihren Normalanteil, der Normalbeschleunigung

a, () 1= a() — a1,
so heillen

¢ der Normalen(einheits)vektor

e() 1= L

|an|

¢ und der Binormalen(einheits)vektor
ex(r) 1= e (1) x e, (1).

{e; , e, , ey} bildet eine zeitabhingige ONB, dic natiirliche Basis oder FRENETSsches
Dreibein (1847) genannt wird. Dabei spannen e; und e, die Schmiegeebene auf. In ihr liegt
der Beschleunigungsvektor. Er hat also keine Komponente in Binormalen-Richtung.

Fiir bewegte Punkte ist die Bogenlidnge als Integral liber ds : = | dr| eine streng-monoton
steigende Funktion der Zeit s(¢) . Diese Funktion ist umkehrbar, womit man die Zeit auch als
Funktion 7 (s) der Bogenlinge darstellen kann.

Zur Bogenlingenbeschreibung der Bewegung gelangen wir, wenn wir den Parameter Zeit
durch den Parameter Bogenlénge ersetzen

F(s) 1= r(f(s)).

Wir kennzeichnen eine Funktion von s mit einem Dach und Ableitungen nach s mit ', um
sie von Zeitableitungen ° zu unterscheiden. Damit gelten

dit(s) _dr(t) di _r°

f(s) = a _r
O = T T Ta ds

27 Jean Frédéric Frenet (1816 - 1900)
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. dr(s) ds R . .
vV=r = ()—zr(s)’s=set
ds d
v=3s
a=vVv =5"¢ + s'¢e
o0 A () odet(s) dS
s, (s —
! ds  dt
=578 + 578,
t t
Esist €, senkrecht auf €,’, denn
e,-e =1 = (e,-e) =2e' -e =20.

Damit erkennt man

e A

a = s et
2 A
a, = s e/ .

Die momentane Kriimmung der Bahnkurve ist

N N de,(s
K(s) := |e]| = —t()
ds
und deren Kehrwert der Kriimmungsradius
A 1 1
ps) 1= = = T
K(s) e
Man erhélt
o) ~y ~r
. N s-e e Al N\ A
e(s), = eyt (s) = Tf = =1 = P9)&
s ey €t
., 1
= ¢ = = €
o,
und damit
. 5" . v
a=s e+t —e, =vet — e,
P P

Der erste Term heiflt Tangentialbeschleunigung, der zweite Normal- oder Zentripetal-
beschleunigung, da er immer nach innen auf das Zentrum des Schmiegekreises weist.
Letzterer liegt in der Schmiegeebene und hat den Kriimmungsradius p .
Die Ableitungen der anderen Basisvektoren erhilt man als
e =e'xe,texe, =1/pe,xe,Texe, = exe,.




A. Bertram: Magdeburger Vorlesungen zur Technische Mechanik 2016 173

Da e," senkrecht auf e, steht, und mogliche Anteile in Richtung von e; in dem Kreuz-
produkt entfallen, gehen hier nur Anteile in Richtung von e, ein. Das Kreuzprodukt ergibt
einen Vektor in — e, der Linge I/W

e = —1/We,

mit dem Kehrwert der Windung

/W := —ey-e, = —(e;xe,') e, = —[e,e,,e,] = [e . e,e]=¢e, €.
Ahnlich erhilt man
e, = e’ xete,xe = —1/We, xe;+e,x1/pe,
e, = 1/We,—1/pe,
(FRENETsche Formeln).
Relativbewegung

Oft ist es praktisch, ein bewegtes Bezugssystem {O*(t) e (0), e 1), e*3(t)} zu verwenden,

wobei {e'(f)} eine beliebige zeitabhiingige ONB sein soll. Es gilt dann

*

* * *
e,--eiZI = e,-'-ei=0,

womit die Ableitung eines Basisvektors immer senkrecht auf diesem steht. Es muss also drei
zeitabhédngige Vektoren w,(¢) geben mit

e*i.: ®; X e*i-
Bildet man nun fiir beispielsweise

e IR e 2 =10

und dessen Zeitableitung

*

. * * * o
0=e; -e>te;-e;

* * * *
=(w; xep-ert+e; - (@ x ey

* * * *
w;-(e;xer) +wr (e x e

* * * *
=W;-€3—MW2-€3 = ®W;-€3 =MW -¢€3.

Also haben ® ; und ® > in €3 - Richtung dieselben Komponenten. Da dies fiir alle Indizes
i,j,k = 1,2, 3 gilt, fallen alle drei ®;, i = I, 2, 3 zu einem einzigen zeitabhdngigen Vektor
zusammen, der Winkelgeschwindigkeit (#) (auch DARBOUX**scher Vektor genannt). Es
gilt also

* o *
e, =T WXe;.

%8 Jean Gaston Darboux (1842 -1917)
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Fiir den Ortsvektor eines bewegten Punktes gilt nun

- -

- * * %
r(t) = OP = OO0 + O P =ryt) +r(?)
mit dem Ortsvektor von O° beziiglich festem BZS

3
I‘()(Z‘) = X()1(t) €; +X()2(t) () +X()3(t) e = > in(t) €;
i=1
und dem Ortsvektor von P beziiglich bewegtem BZS
* * * * * * * 3 * *
r()=x,0eO)+txA)ex)+xs30)es30) = 2 x;()e; ().
i=1

Damit erhalten wir fiir die (Absolut-) Geschwindigkeit
v=r +r"

mit

M

~
Il
~

rot)" = x0i(t)" €

und

* o * * * *
(x;ie;tx; oxe;) =v,tOxr

M

r(n) =

i=1

mit der Relativgeschwindigkeit des Punktes gegeniiber dem bewegten BZS
3 * o K
vV, = Z X; €5
i=1
und der Fiihrungsgeschwindigkeit des bewegten BZS, die nicht von der Bewegung von P
abhingt,
Vo= rtoxr,
die sich aus der Translations- und der Rotationsgeschwindigkeit zusammensetzt, so dass die

(Absolut-) Geschwindigkeit

° *
V=V,+V,=r)toxr +v,

aus drei Anteilen besteht. Deren Ableitung ist die (Absolut-) Beschleunigung

o0 ° * * o .
a(f) =r) + ® xr toxr " +tv,
mit
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° * *
OXr =ox(v,toxr)=oxv,tox(@xr)

und

& * *
e tx;te’)

schlieBlich

oo . * *
a=r) +toxr +tox@xr)+ 20xv,+ a,

mit der Fiihrungsbeschleunigung
a =1+ @' xr + ox(@xr),
die sich aus Translations-, Quer- und Zentripetalbeschleunigung zusammensetzt, so wie
der CORIOLIS”-Beschleunigung
ac := 2®XV,.
Letztere tritt nur auf, wenn
1.) das Fiihrungssystem mit ® rotiert,
2.) der Korper ihm gegentiber eine Relativgeschwindigkeit v, besitzt, und

3.) die beiden Vektoren nicht parallel sind.

Beispiel 1: Bewegung auf der Mantellinie eines rotierenden Kreiszylinders

%
* * *
OO0 =ry=re; o = we; = we 3 konst.

r = x3(1) 8*3

*
v

*
® Vr:X3(Z).e3
° * o * *
Vi=Tgp = re; =0Xre ;= wre;
also tangential
*
OoxX(@xr)=o0

CORIOLIS-Beschl. 2o xv, = o

Fiihrungsbeschl. a; = r)™ = —w’re’;

Relativbeschl. a,= x3()" e’;

¥ Gaspard Gustav de Coriolis (1792 - 1843)
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Beispiel 2: Zentripetalbeschleunigung eines Punktes auf einer rotierenden Kugel (z. B. auf
der Erdoberflidche in Europa). Wir nehmen als Beispiel den 45° Breitenkreis.

® Winkelgeschwindigkeit
w=2n/Tag = 2 /(24 -60 -60 s)
N~ r =726 -107 s (klein)

¥ = Rcos 45° = 6.400 km IN2 = 4.480 km
45°

&
Die Fiihrungsgeschwindigkeit gegeniiber dem Erdmittelpunkt ist relativ grof3
or = 726-107 s'-4.480.000 m = 325 m/s = 1170 km/h

Am Aquator wiren es 1700 km/h.
Die Zentripetalbeschleunigung ist dagegen relativ klein
o’ r =726 -10""57-4.480.000 m = 0,02 m/s’

also etwa 2 0/00 der Erdbeschleunigung.

Beispiel 3: Radialbewegung auf Drehscheibe

rp=o0 \ac

r =rf)e; \/2
0= we; = a)e*3 konst. 6*2 e*l
%
r
%
d,,r o * . /
vV, = = ()" e ; radial v, 0,0%*
dt
vi=r) + @xr = or(f)e, tangential

Zentripetalbeschl.  ® x (@ x r)=-—wre,

CORIOLIS-Beschl. ac =20 xv, =2rl) o €,

die sich aus zwei Anteilen speist: Erstens gelangt der Punkt in Bereiche grof3erer Umfangs-
geschwindigkeit, zweitens dreht sich v, .
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Kinematik des deformierbaren Korpers

Wir betrachten im Folgenden materielle Korper, die sich im Raum bewegen. Dabei ist es
vollig gleich, ob das Material des Korpers fest oder fliissig oder gasformig ist, ob er elastisch
oder inelastisch ist, usw. Die folgenden Untersuchungen sind ndmlich Material-unabhéngig.
-

Sei r(O, P) = OP der Ortsvektor eines Korperpunktes P bezogen auf einen raumfesten
Bezugspunkt O zur Zeit ¢ . Fiir ein festgewédhltes P beschreibt r(O, P) eine Punkt-
bewegung.

Der momentane (d. h. zur Zeit 1) Massenmittelpunkt A/ ist definiert durch seinen
Ortsvektor

r(O,M) : = L [ r(O,P)dm,
m .y
wobei P alle im Volumengebiet 7° des Korpers befindlichen Punkte durchlduft. Fiir den
deformierbaren Korper ist der Massenmittelpunkt im allgemeinen weder korper- noch
raumfest, sondern eine Zeitfunktion.

Zerlegen wir nun
r(O,P) = r(O,M) + r(M, P),
so folgt

[ ¥O,Pydm = [ r(O,M)ydm+ | v(M,P)dm
v v v

= r(O,Mym+ [ ¥(M,P)dm.
v

Da die beiden linken Integrale gleich sind, gilt fiir die auf den Massenmittelpunkt bezogenen
Ortsvektoren r(M, P)

[ r(M,P) dn = o

v

wie auch
[ r(M,P)" dm = o und | r(M,P)" dm = o
v v

USW.
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Beispiel: Massenmittelpunkt des Erde-Mond-Systems

Wir messen den Abstand » vom Mittelpunkt der Erde aus. Sei M die Masse der Erde und m
die des Mondes. Der Abstand des Massenmittelpunktes vom Gesamtsystem von dem der Erde
ist

1 r.om 1
v = yM+r,m = —2 = Tm -
M M+m(M ) M+m 1+M/m

Der mittlere Abstand zwischen Erde und Mond betrigt r,= 384.000 km, was etwa 30
Erddurchmessern entspricht. Das Verhéltnis der beiden Massen ist etwa 600/7,3. Damit er-
halten wir ry, = 4.670 km , also 1.700 km unter der Erdoberflache.

Fiir das Weitere ist die folgende Regel dulerst niitzlich: Ist ¢ (P, t) eine Funktion von Ort
und Zeit, so gilt fiir die Zeitableitung des Integrals nach der Produktregel

([ ¢, tydm) = [ 4P, 0)'dm + [ P, tHydm" = | ¢(P, 1) dm.
4 4 v 4

infolge der Massenerhaltung (Differenzieren unterm Integral). Dies gilt aber nur fiir massen-
spezifische Grofen (also Integrationen liber das Massenelement dm), nicht aber fiir volumen-
spezifische Groflen (also Integrationen iiber dV).

Ein Beispiel hierfiir erhalten wir, wenn wir ¢ mit dem momentanen Geschwindigkeitsfeld
v(P, 1) := r(O, P)" identifizieren.

Definition: Der Impuls des Korpers zur Zeit ¢ ist

p(®) := [ V(P,t)dm

4
Mit
v(P, 1) = r(0,P)" = r(0O,M)" + r(M, Py
folgt
p®) = | r(O,P) dn = | r(O,M)dm + | r(M,P) dm
v v v
=r(O,M)’'m = vy () m
mit der Massenmittelpunktsgeschwindigkeit vy, (f) : = r(O, M)*, die im Allg. nicht die

Geschwindigkeit eines materiellen Punktes ist. Wie schon die Geschwindigkeiten, so héngt
auch der Impuls nicht von der speziellen Wahl des (raumfesten) Bezugspunktes O ab.

Die Zeitableitung des Impulses ergibt sich zu

p(O" = ([ V(P,ydm)" = [ v(P,0)dm = | a(P,1)dm
v v v
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= (vum)' =vyym = ay()m

mit der Massenmittelpunktsbeschleunigung a,, : = r(O, m)™.

Wir benétigen noch zwei weitere globale kinematische Grof3en.

Definition: Der Drall (Drehimpuls) des Korpers zur Zeit ¢ beziiglich eines Bezugspunktes
O ist

do(t) := | r(O,P)xr(O,P)"dm = | r(O,P)xv(O,P)dm
Va v

Wir werden in Kiirze die Zeitableitung des Dralls bendtigen, die sich nach der Produktregel
zu

do()* = | r(O,P)xr(0,P)" dm
v

ergibt, weil r(O, P)* xr(O, P)" = o ist.

Definition: Die kinetische Energie des Korpers zur Zeit ¢ ist

K@) 1= % [ v(P, 0’ dm .
Ve

Sie ist fiir jeden unbewegten Korper gleich Null und fiir jeden bewegten positiv. Es gilt

K(t) = % j r(0, P)* dm = ¥ I [r(O, M)" + v(M, P)']’ dm

Va v
= %rO,M)’ m+ % [ rv, P)? dm + (0, M)* - [ v, Py dm
Ve Va
= Lv(tY m+ % [ rv, P)? dm .
v

Deren Zeitableitung ist
K@) = I v(P, t) - a(P, t) dm
v
= vy()-ay() m + J' r(M, P)" - r(M, P)** dm .
4

Kinetik
Wahrend wir uns bisher nur mit der Beschreibung von Bewegungen (Kinematik) beschéftigt

haben, untersuchen wir im Weiteren die Ursachen fiir Bewegungen und deren Anderung.
Dieses Teilgebiet der Mechanik heif3t Kinetik.

Kinetik des deformierbaren Korpers

Wir haben uns bisher mit der Lehre der Krifte und Momente (Dynamik) und der Lehre der
Bewegungen (Kinematik) beschéftigt, ohne deren Zusammenhidnge zu untersuchen. Diese
Verbindung zwischen der Dynamik und der Kinematik leistet die Kinetik in Form von
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Bewegungsgesetzen. Die klassische (d. h. nicht-relativistische) Kinetik kann mit zwei unab-
hingigen Gesetzen begriindet werden, die wir axiomatisch einfiihren werden, und die fiir alle
Korper gelten:

Impulsbilanz: Die zeitliche Anderung des Impulses p eines Korpers beziiglich eines
raumfesten Bezugssystems ist gleich der resultierend auf ihn wirkenden Kraft F

p’=F

Drallbilanz: Die zeitliche Anderung des Dralls do eines Korpers beziiglich eines raumfesten
Bezugssystems mit Bezugspunkt O ist gleich dem resultierend auf ihn wirkenden Moment
My beziiglich O

do' = MO

Diese beiden Gesetze werden als EULERsche Bewegungsgleichungen bezeichnet.

Im Gleichgewicht sind Impuls und Drall gleich Null und wir erhalten die aus der Statik
bekannten Gleichgewichtsbedingungen

F=o0 und Mp =o.

Es sei darauf hingewiesen, dass man die Bewegungsgleichungen auf die Form von den uns
bestens vertrauten Gleichgewichtsbedingungen bringen kann, indem man die negativen
Tragheitsterme der Impuls- und Drallinderung zu Tréigheitskriaften bzw. -momenten
deklariert und sie mit den Kriaften und Momenten zusammenfasst zu den verlorenen Kriiften

F, :=F —aym
und den verlorenen Momenten
MOv L= MO — do..

Diese erfiilllen dann die Gleichgewichtsbedingungen auch fiir bewegte Korper
(D"ALEMBERTsches Prinzip)

Fv =0 ul’ld MOV: 0.

Im Sprachgebrauch driickt sich diese Vorgehensweise oft dadurch aus, dass man von
"Trégheitskriften" oder "Inertialkriften" statt von Impulsédnderungen spricht. Dies kommt bei
Drehbewegungen um eine feste Achse auch durch das Wort "Zentrifugalkraft" anstelle von
(negativen) Zentripetalbeschleunigungen zum Ausdruck.

Wie wir bereits gesehen haben, kann die Impulsbilanz aber auch auf den Massenmittelpunkt
bezogen werden

[ a(P,0)dm = ay()m = F.
v

Man sieht, dass die verbreitete und vermeintlich einfache Sprechweise flir dieses Gesetz
"Kraft = Masse x Beschleunigung" bereits einige Kenntnis tiber Massenmittelpunkt, Impuls
usw. voraussetzt. Diese Version der Impulsbilanz wird oft als NEWTONsches Gesetz (1686)
oder Massenmittelpunktsatz bezeichnet. Die konsistente Formulierung von Impuls- und
Drallbilanz fiir kontinuierliche Korper in zwei unabhéngigen Axiomen wurde aber erst 1774
von L. EULER erkannt, also ein Jahrhundert nach NEWTONSs Prinzipien.




A. Bertram: Magdeburger Vorlesungen zur Technische Mechanik 2016 181

Beispiel: Wurfparabel

Bei Annahme eines konstanten Gravitationsfeldes g und unter Vernachldssigung des
Luftwidersstandes gilt fiir den Massenmittelpunkt eines geworfener Korpers

am=ge, = a=g = konst.
= vl =at tc = r¢=at2+01t+02.

Die beiden Konstanten konnen wir aus Anfangsbedingungen bestimmen:
vi(t=10) = ¢ ri(t=0) = c;.

Eine zusitzliche horizontale Bewegung kann dem iiberlagert werden. Beispielsweise bewegt
sich jeder Korper auf der Erdoberfliche in Aquatorniihe infolge der Erddrehung mit etwa
40.000 km /24 h = 1.666 km/h.

Als ruhend oder raumfest oder inertial bezeichnet man ein Bezugssystem, beziiglich dessen
die EULERschen Bewegungsgleichungen in der obigen (einfachen) Form gelten.

Verwendet man statt eines raumfesten Bezugssystems ein beliebig bewegtes Bezugssystem,
so konnen sich ihm gegeniiber die Beschleunigungen édndern und damit auch die Impuls- und
Dralldnderung, wihrend die Kriafte und Momente sich nicht verdndern. Damit verlieren die
beiden Bewegungsgesetze in der obigen Form beziiglich bewegter Bezugssysteme ihre
Giltigkeit.

Sei A ein beliebig bewegter Punkt. Dann folgt aus der Impulsbilanz

F=p =] r(O,P)"dn= | [((O,4)" +r,P)"]dnm
v v

=asm+ | r(d,P)"dm,

also mit einem Zusatzterm. Ist 4 jedoch unbeschleunigt, so gilt die Impulsbilanz wie vorher.
Aus der Drallbilanz bez. des raumfesten Punktes O folgt
My = My + r(O,4A) xF (Versetzungsmoment)

= do(t)* = [ (O, P)xr(0,P)" dm
v

[ [r(O,4)+r(4, P)] xr(O, P)" dm
v

r(0,A)x [ r(O,P)"dm + [ r(4,P)xr(O,P)" dm
v v
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r(O,4)xaym + | r(d,P)x[r(O,4)+r(d,P)]" dn
v

r(0,A)xp" + [ ¥(A,P)dmxr(0,4)"+ | r(4,P)xr,P)" dm
v v

=r(O,AxF + r(4A,M)ymxay +dy0)°".

Mit der Impulsbilanz hebt sich der erste Term der rechten Seite mit dem Versetzungsmoment
auf, und es verbleibt die

Drallbilanz beziiglich eines bewegten Punktes 4

My = dyt)" +r(d, Myxasm mit dy)® = | v(4,P)x1(d,P)" dm
v

also auch mit einem Zusatzterm. Dieser verschwindet fiir zwei Spezialfille:

e rAd,M)=0,dhA=M

Drallbilanz beziiglich des (bewegten) Massenmittelpunktes

My = dy* mit du(®)® = | r(M,P)x (M, P)" dm
v

e a,y= 0,also 4 zwar bewegt, aber nicht beschleunigt.

Drallbilanz beziiglich eines unbeschleunigten Punktes A

My = dy(n)* mit dy(t)* = [ r(4,P)xr(d,P)" dm
v

Wir werden spéter sehen, dass man speziell als unbeschleunigten Bezugspunkt auch den
Momentanpol eines starren Kdorpers verwenden kann, wenn man diesen als momentan
unbewegten (vy;, = 0) Raum-Punkt auffasst.

Unbeschleunigte Bezugssysteme werden Inertialsysteme genannt. Fiir sie gelten die
Bewegungsgesetze in gleicher Weise wie fiir ruhende Systeme. Sind die Fiithrungs- und die
CORIOLIS-Beschleunigung Null, so ist die Absolutbeschleunigung gleich der Relativ-
beschleunigung. Dafiir ist es notwendig und hinreichend, dass fiir das Bezugssystem

ry =0 und ®

0

sind. Das Bezugssystem darf sich weder gegeniiber dem ruhenden zeitabhiangig drehen noch
beschleunigt werden. Aus letzterer Bedingung folgt ro’ = konst. Ein solches Bezugssystem
hei3t geradlinig und gleichformig bewegt.

Satz: Ein Bezugssystem ist genau dann ein Inertialsystem, wenn es sich gegeniiber einem
anderen Inertialsystem nur geradlinig und gleichformig bewegt.

Befindet sich der Korper in Ruhe (Statik), so sind Impuls und Drall gleich Null und man
erhilt die Gleichgewichtsbedingungen als Spezialfall

F=o0 und Mp =o.




A. Bertram: Magdeburger Vorlesungen zur Technische Mechanik 2016 183

Dasselbe gilt auch fiir Korper, die sich beziiglich eines geradlinig und gleichférmig bewegten
BZS in Ruhe befinden.

Auch der umgekehrte Fall kann auftreten, dass ndmlich keine resultierenden Krifte und
Momente wirken, ohne dass notwendigerweise der Korper in Ruhe ist. Dann sind p°* = o
und dp° = o, woraus sich die folgenden Erhaltungssitze ergeben:

Impulserhaltungssatz
Wirkt auf den Korper keine resultierende Kraft, so bleibt sein Impuls konstant

Drallerhaltungssatz
Wirkt auf den Korper kein resultierendes Moment beziiglich eines raumfesten Punktes O , so
ist sein Drall bez. O konstant

dO'EO

Mehrkorpersysteme

In verschiedenen Teilgebieten der Physik wie auch in der Himmelsmechanik betrachtet man
Systeme von (deformierbaren) Korpern, die nicht in Kontakt stehen, sondern lediglich tiber
Wechselwirkungskréfte aufeinander einwirken, beispielsweise durch Massenanziehungen.

Annahme: Zwischen den Korpern wirken nur Massenkrifte, die im Massenmittelpunkt
angreifen (Zentralkraft-Hypothese) .
Seien N die Anzahl der Korper des betrachteten Systems
m; Masse des Kopers i
M; Massenmittelpunkt des Kopers i
ry;  Ortsvektor von M; beziiglich raumfestem Bezugspunkt O
F;;  die Kraft, mit der Kérper & auf Korper i wirkt
| die Kraft, mit dem der Rest der Welt auf Korper i wirkt
pi Impuls des Korpers i
do;  Drall des Korpers i beziiglich raumfestem Bezugspunkt O.
dy;  Drall des Korpers i beziiglich M;.

Damit gilt fiir den Drall

doi = dui +m; Ty X Yoy
Nachdem Reaktionsprinzip ist

Fii = — Fi
und speziell

F; =o0.
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Dann gilt fiir jede Einzelmasse die Impulsbilanz
L] o0 N .
pi =mry; = 2 Fy i=1..,N
k=0
sowie die Drallbilanz bezogen auf einen raumfesten Punkt O
L] L 1) L] N L] .
doj = ryixry; mi + dyg = 1 x D2 Fig + dyg i=1,..,N
k=0
oder bezogen auf M; , bez. dessen Zentralkrifte keine Momente erzeugen
L] L] N
dMi =0 = dOi = Ty X Z Fkl l:], ,N
k=0

Unter Zentralkriften gilt fiir alle Korper die Drallerhaltung bezogen auf den Massenmittel-
punkt.

Die Impulsbilanz fiir das Gesamtsystem erhalten wir als Summe der Einzelimpulse

. N . N . N N N
Pr = X pi = 2 miry; =2 2 2 Fu=q X Fp,
=1 i=1 i=1 k=0 i=1

da sich die inneren Kréfte paarweise auftheben. Der Massenmittelpunkt des Systems ist

1 N : N
rs := — > Iy om; mit der Gesamtmasse my = Y. m; .
my =] i=1

Der Impulssatz fiir das Gesamtsystem liefert dasselbe Ergebnis

(1] N (1] N N
ay my =¥y my = Y Yy mp= 2 a;m = 2 Fy.

Der Gesamtmassenmittelpunkt bewegt sich so, als wenn alle Einzelmassen in ihm vereinigt
wdren und alle duferen Krdfte in ihm angriffen.

Die Drallbilanz fiir das Gesamtsystem ist

[ ] N [ ] N (1] N N
dso = X doi =3y X T X g m;j =@y >, T X ) Fy
i=1 i=1 i=1 k=0

N
= > ry x Fo,
=1

weil sich die Momente der inneren Wechselwirkungskréfte wiederum herausheben, wie z. B.
ry; X Fop T oy x Fip= (ryr—ra) x F21 = o,

da (ryy; —rap) parallel zu F; ist.
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Wenn man die Massenmittelpunktsitze mit ry; vektoriell multipliziert und anschlieend
aufsummiert, so erhdlt man dasselbe Ergebnis fiir die Drallbilanz. Umgekehrt kann man auch
aus der Drallbilanz die Impulsbilanz ableiten. Fiir Zentralkrafisysteme sind Impuls- und
Drallbilanz also dquivalent. Im Allgemeinen hingegen handelt es sich um zwei unabhingige
Gesetze.

Die kinetische Energie des Systems ist die Summe der Einzelenergien

N
K="%] vidn =Y (% vim+ %[ xdm) mit ri=ry+x.
V4 i=1 V4

1 1

KEPLERsche®® Gesetze

Berechnung der stationdren Bewegung einer kleinen Masse m um eine grofle M .
Massenverhiltnisse im Sonnensystem:

Msome =2 10°°kg  mpe =6 10 kg mmona = 7,3 107 kg

Annahme: M ruht und wird nicht durch m bewegt, weil M >>m .

Fahrflache
Zylinderkoordinaten in M .
Ortsvektorvon m: r, = re,
Geschwindigkeit: Va=re +r¢ e, + ze,
Beschleunigung: a, = (" —rge. + Qro+ret)e, + e,

Annahme: Auf m wirkt nur die Gravitation von M als Zentralkraft

M

2
r

F, =

me, .

Wirkt die resultierende Kraft eines Korpers (und damit auch die Beschleunigung) immer in
Richtung auf einen festen Punkt, so spricht man von einer Zentralbewegung. Der Massen-
mittelpunktsatz ergibt

F,.=ma, =m@ —r¢?)e + mQr ¢ +r¢*)e, + mz"e..
Durch Vergleich erhalten wir
o0 o) I M

I"*I"¢:*r2

% Friedrich Johannes Kepler (1571 - 1619)
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2rro’+ret =0 = 2rrr¢+ r2¢"=0=(r2g0')' = r2¢°=: C

also eine ebene Bewegung. Normierung: z = 0 . Die ersten beiden Gleichungen sind zwei
gekoppelte gewohnliche nicht-lineare Dgls. 2. Ordnung fiir »und ¢.

Da nur Zentralkréfte wirken, gilt Drallerhaltung
- fiir M bez. O dy =o0

- fiir m d' =o
-fir M+mbez. O dyo” +dpo = d)" +(@XuxvVym) +dyo” = O xv,m® = o

Damit ist r, XV, = konst.
Geometrische Interpretation als Fahrflache, d. i. die vom Fahrstrahl tiberstrichene Fliache A4 .

A* = 1/2|rm><vm| = konst.

4 i 4
= A= [ da= ] Adi= | %legxv,ldt

ly ) ly

= Bl tmtr) % Vi) L 21— % | tte) % Viulto) [ o= 1 | trx Vi | (11 ~t0) -

2. KEPLERsches Gesetz: Die von der Sonne zu den Planeten gezogenen Fahrstrahlen
(Radiusvektoren) bestreichen in gleichen Zeitrdumen gleiche Fahrfldchen.

Wir berechnen nun die Bahn. Ist sie periodisch, so gilt: r,(f) = r,(¢(?)) .

Wir substituieren u : = I/r, womit ¢" = Cu’ ist. Damit gelten
d(1/ d(1/
oo dr oAU o d(1u) du
do do du do
:_izﬂ Ci’ = _ﬂc
u” do @
2 2
r..:_dbzl .__dbzlczz
do
2
= r"—r'2=——dL;C22—C2u3——FZM=—FMu2
do r
2
oder d_g +u= I'M/C,
do

Dies ist eine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung in # mit der allg. Losung
u = Bcos(p —a)+I'M/C’

wobei man « durch geeignete Anfangsbedingungen verschwinden lassen kann. Damit ist
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1 : c?
r(p) = Bcos¢+jg\24 = gcosp(o+] mltp:zm und &:=Bp.
Dies ist die Brennpunktgleichung von Kegelschnitten
fir ¢ = 0 Kreis
fir ¢ < I  Ellipse a

fir ¢ = 1  Parabel
fir ¢ > I  Hyperbel

Fiir unsere periodische Bewegung muss es eine Ellipse oder ein Kreis sein.
Die grof3e Halbachse ist a , die kleine b .

Die Exzentrizitdt des Brennpunktes ist e = ca .

Der Parameter der Ellipse ist p = b/a .

Die Fliche einer Ellipse ist A = 7ab.

Bei der Mondbahn ist € = 5,5 %.

1. KEPLERsches Gesetz:
Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren Brennpunkt die Sonne steht.

Wir berechnen nun die Umlaufzeit 7.
A= mrab =TA* =T’/2‘rm><vm‘ = T’/z‘rer x(r'e,+r§0'e¢)‘
=Thre¢ =TCR

2rab - = 47°a’’ _ 47°d’t’ _ s ‘

C C? pI'M M

= T =

3. KEPLERsches Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten (Jahre) der Planeten verhalten
sich wie die grofsen Halbachsen hoch 3.

KEPLER hat die ersten beiden nach ihm benannten Gesetze (1609) und das dritte 9 Jahre
spiter aus Daten von Messungen und Beobachtungen von TYCHO BRAHE (1546-1601)
gefolgert, lange bevor dies durch NEWTONs Gesetze (Principia 1686)
analytisch gezeigt werden konnte.

5 5 ASTRONOMIE
400 Jahre Keplersche Gesetze 209
Yol N N N N NN NN NN NV NN
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Kinematik des starren Korpers

Obwohl alle realen Korper grundsitzlich deformierbar sind, reicht bei vielen Ingenieur-
Problemen die - wesentlich einfachere - Beschreibung als starrer Korper aus. Dazu sollen im
Weiteren die wichtigsten kinematischen Beziehungen hergeleitet werden.

Seien O raumfester und P, Q korperfeste Punkte. Dann gilt fiir die Ortsvektoren

- — -
rp=OP = 00 + QP =rp+ X = vVvp=vy+X.

Sind Q und P Punkte eines starren Korpers, so kdnnen sie ihren Abstand nicht d&ndern:
éP=|x| = konstant = x-x)"=0=2x-x".

Damit steht x° senkrecht auf x . Dann gibt es wieder einen (zeitabhingigen) Vektor, die
Winkelgeschwindigkeit ®o(f) mit

X = WpXX.

Daraus folgt

Vp = Vot o xX = Vo+mpx OP.

Um die Abhdngigkeit von ®o von der Wahl des Bezugspunktes O zu klédren, wéhlen wir

einen zweiten bliebigen korperfesten Punkt R und erhalten
- -
vp = Vot mpx QP undmit P=R: vgp = vop+mpx OR

%
= vpt+orx RP

- —
= Vot wox OR + g x RP.
Daraus folgt

- — —
wox OP = wgx OR + wr x RP
— - — — - —
R Wr X RP = wpx(OP — OR) = wox(QOP + RQO) = wp x RP.

Da diese Beziehung fiir beliebige Korperpunkte P gilt, ist wp = or .
Die Winkelgeschwindigkeit ® ist fiir alle Korperpunkte dieselbe.

Fiir die gesamte Geschwindigkeit ergibt sich der folgende wichtige
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Satz: Fiir den starren Korper gilt die EULERsche Geschwindigkeitsformel

Vp = Vo T ®X QP
wonach sich die Geschwindigkeit eines beliebigen Korperpunktes P als Summe
o der Geschwindigkeit
Vo = 1o’
eines beliebigen korperfesten Bezugspunktes Q
e und einer Rotationsgeschwindigkeit

W x éP
von P um Q mit der Winkelgeschwindigkeit o darstellbar ist.

Die Winkelgeschwindigkeit ist also fiir alle Korperpunkte identisch, hiangt aber i. A. von der
Zeit ab.

Damit ldsst sich das Geschwindigkeitsfeld eines starren Korpers durch die Angabe von
lediglich zwei (im Allgemeinen zeitabhdngigen) Vektoren vp und ® oder durch 6
Komponenten determinieren. Im dreidimensionalen Fall ldsst sich @ nicht als Zeitableitung
einer endlichen Drehung interpretieren.

Man unterscheidet folgende Sonderfille:

o ® =0 = Vp= Vg reine Translation

o Vo =0 = Vp=®x MP reine Rotation um Q
Definition: Ein Korperpunkt AMp mit momentan vy, = o heilt Momentanpol
(Momentanzentrum).

Gibt es einen solchen, so kann die Bewegung des starren Korpers momentan als reine Rotati-
on um den Momentanpol aufgefalit werden

Vp = M X A/?P.
Alle Punkte, die von Mp aus in Richtung von ® (momentanen Drehachse) liegen, sind
ebenfalls Momentanpole.

Die Beschleunigung von P ist

ap=vVp = vy + @ xx + oxx

ap =29+ ® XX + ®X(®xX)

worin
ap Bezugsbeschleunigung
®° XX Winkelbeschleunigung
o x (0 xx) Zentripetalbeschleunigung

heiBen.
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Bewegungsschraube

Es stellt sich die Frage, ob momentan ein Punkt R gefunden werden kann, fiir den wvg
parallel z7u ® liegt. Es wiren dann

Vg = vpe und ® = we mit e := — .

Damit wére fiir beliebige Korperpunkte P und Q

— -
vp=vvze+t we x RP =vp+ o x QP

= ® - Vp=Vgp @ = Vg - - @

VQ'(D

= VR =
w

— -
= e xvp==¢e X (wex RP) = exvg + ex(wex QP)

— —
= we(e - RP) — RP w.

Speziell gilt fir P=Q

— — - - —
e xvg=we(e- RO)— ROw= w[OR—-(e - OR)e] = w OR,
mit dem auf e und vy senkrecht stehenden Vektor

eva O)XVQ

OR
QJ_-_ @ = 0)2

Mit dieser Formel lésst sich also ein Punkt R finden, fiir den folgendes gilt:

Die momentane Bewegung des starren Korpers setzt sich aus einer Drehung um die
Zentralachse e und einer Translation in Richtung von e zusammen. Dies bezeichnet man
als Bewegungsschraube.
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Ebene Bewegungen

Im wichtigen Fall einer ebenen oder planaren Bewegung liegen die Bahnkurven aller
Korperpunkte und damit auch deren Geschwindigkeiten in parallelen Ebenen. Hat diese die
(raumfeste) Normale e;, so gilt fiir alle Punkte P und Q

vp-e3 = 0 =vp-e3 ¥ (@xX)-e3 = (@xX)-e3 = (@xX)Le;

Dies ist fiir alle Punkte nur dann erfiillt, wenn ® = w e; ist. Das ebene Problem hat drei Frei-
heitsgrade.

Zur Bestimmung des Momentanpols Mp aus der Kenntnis von vp und vp setzen wir
- -
Vp = Vg + @x OP = oxMpP
an. Fiir P=Q ergibt dies

%
Vo = ox MpQ.

Multiplizieren wir dies vektoriell mit @, so erhalten wir

- - - 5
Oxvg = ox(@x MpQ)=o(- MpQ) - MpQ .

Der erste Term auf der rechten Seite ist fiir ebene Bewegungen bei geeigneter Wahl von Mp
(wenn es in derselben Ebene wie QO liegt) Null. Somit ist
-
oMy = ® ><2VQ _ & X Vg
I0) w
eine Bestimmungsgleichung fiir den Momentanpol. Ist @ = 0, so liegt der Momentanpol im
Unendlichen. Es gilt der

Satz vom Momentanpol

Das Geschwindigkeitsfeld eines starren Korpers bei einer ebenen Bewegung ldsst sich zu
Jjedem Zeitpunkt als Rotation um einen Punkt Mp , den Momentanpol, auffassen
%
vp = we;xMpP

falls o # 0.

Fillt man in einem Punkt das Lot auf dessen Geschwindigkeit in der Bewegungsebene, so
fiihrt dieses durch den Momentanpol.

Mp
vp
rp P
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Der obige Satz macht lediglich eine momentane Aussage fiir ebene Bewegungen. Im
Allgemeinen ist der Momentanpol als Korperpunkt zwar momentan ruhend, als
geometrischer Ort jedoch zeitabhéngig und weder korper- noch ortsfest. Er durchwandert mit
der Zeit die Polkurve (Polhodie, Rastpolbahn).

Betrachten wir zwei starre Korper, die durch ein Drehgelenk (sog. Relativpol) miteinander
verbunden sind, wihrend einer ebenen Bewegung. Dann liegen die beiden Momentanpole
Mp; und Mp, der beiden Kdorper zu allen Zeiten auf Geraden durch den Gelenkpunkt
(Dreipolsatz).

v
.\
Mp, Mp:

Wichtiger Spezialfall einer ebenen Bewegung ist die eines rollenden oder gleitenden Rades

auf einer Ebene. Hier sei ® = we; und
%
Vp = Vo + @ x OP.

Sind Rad und Ebene in Kontakt, so ist die Geschwindigkeit des Kontaktpunktes (z. B. Q)
tangential an die Ebene, also vp = vp e; . Diese Bewegung wird also durch vo(f) und ()
vollstindig beschrieben.

Speziell gilt fiir den Momentanpol Mp = P

Vip= 0 = vge; T wezx lep.
Der Momentanpol liegt in der Ebene senkrecht iiber dem Kontaktpunkt, also

0 j\lp =ye, . Damit ist

Vo€ = —we3Xye = wye;
und folglich
v,
y = _Q
@
als Bestimmungsgleichung des Momentanpols (Hohe iiber der Ebene).

allgemeiner Fall reines Gleiten reines Rollen

ty

LY

€2

€ vo O Mp
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Zwei Spezialfille sind zu unterscheiden:

¢ reines Gleiten ohne Drehung (Translation): w=0 = Vv=yvp
fiir alle Korperpunkte
e reines Rollen: vo=0 = y=0 = 0=Mp

Der Momentanpol ist der Kontaktpunkt.
Alle anderen ebenen Bewegungen des Rades auf der Ebene sind Kombinationen dieser beiden
Fille.

Freiheitsgrade

Definition: Als Anzahl der Freiheitsgrade (engl. degree of freedom, DOF) eines
kinematischen Systems bezeichnet man die Mindestanzahl von skalaren Grofsen, die die
momentane Lage des Systems determinieren.

Ein Punkt besitzt
im Raum 3 Freiheitsgrade
auf einer Flache 2 Freiheitsgrade
auf einer Bahnkurve 1 Freiheitsgrad

Der starre Korper besitzt

im Raum 6 Freiheitsgrade
in der Ebene 3 Freiheitsgrade
bei der Drehung um einen festen Punkt 3 Freiheitsgrade
bei der Drehung um eine feste Achse 1 Freiheitsgrad.

Ein deformierbarer Korper hat unendlich viele Freiheitsgrade.

Kinetik des starren Korpers

Wir wollen als nichstes untersuchen, wie sich diese globalen Bewegungsgrofien
konkretisieren lassen, wenn wir sie fiir starre Korper berechnen, fiir die die EULERsche
Geschwindigkeitsformel gilt. Aus dem Drall bez. M wird

dM:j xxx'dmZJ' X X (0 X X) dm

v v
= [x’ ® — (o - X) X] dm
v

mj X dm —J' (o« x)x dm .
Va 4
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Beide Ausdriicke sind linear in der Winkelgeschwindigkeit ® . Um sie zu konkretisieren,
wiahlen wir eine beliebige (moglicherweise zeitabhingige) ONB {e;} , die wir in den
Massenmittelpunkt setzen, so dass die Komponentendarstellungen

X =Xx7€e; + xxe; + x3e3

W= w;e; + wrye; + w;ze;

dy = dyre; + dyper + duse;
gelten. Damit ist die erste Komponente

de = w; j (x12+x22+x32)dm — I (XIC()I + X W) +x3a)3)x1dm
v v

.[ (XQ2+X32) dm w; — I xX;x>dm oy — J. x;x3dm w3
Ve v v

=00 + Opo; + O3 0;
mit dem axialen Massentrigheitsmoment

O = I (x5 +x57) dm = .[ rildm mit r = Vx5,
v Ve

dem Abstand der Punkte von der e;-Achse, und den deviatorischen Massentrigheits-
momenten
@12227.'. x1xzdm @]31:*J‘ x;mdm.
Ve V

Analog erhdlt man fiir die anderen beiden Komponenten
dyp = Oy w1 + O, + O w;
dys = 01 + O3 0, + O3 w3

mit den axialen Tragheitsmomenten

6, = j (x12+x32)dm = I l’lgzdm
V4 4
und
O3 1= I (x12+x22) dm = j VJ_32 dm
v 4

und dem deviatorischen

6y = *'[ X2 x3dm .
v

Man kann alle Massentrégheitsmomente in einer Matrix anordnen

0, 0, 0O
(O] = |0, Oy Oy,
O3 Oy Os;

die definitionsgemi3 symmetrisch ist. Ordnet man auch die Komponenten des Drallvektors
und des Winkelgeschwindigkeitsvektors in Matrizen an
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[dvi] = [dui > duz , dus]
[a)i] = [0)1 , W2, 0)3] s
so kann man den Drall darstellen durch die Matrizen-Gleichung

[dui] =[6y] [w)] .

Die Matrix der Massentragheitsmomente hat einige Eigenschaften mit den Matrizen der
Dehnungen und der Spannungen gemein.

Die axialen Tragheitsmomente sind immer positiv. Wéhlt man speziell eine korperfeste, also
mitbewegte ONB, so sind die Komponenten x; zeitlich konstant und damit auch alle

Tragheitsmomente, die dann nur noch von der Geometrie und Massenverteilung (Dichte) des
starren Korpers abhingen.

X3

Als Beispiel betrachten wir einen Quader mit konstanter Massendichte o . Wir legen das
KOOS in seinen Mittelpunkt. Es sind dann

c b a
L 72 2
@IIZI (2 +x)pdV= [ [ |

()C22 +)C32) de1 dXQ d)C3
Ve

| o

_aq
2 2
abe ., V..., > m 2, 2
I3 b +c)p 12(17 p ="/ (b"+c)
und analog

O ="/1; (@ +C) O = "/1y (@ +D).

Dagegen verschwindet

—no |0

O, = —I )C[XgpdV: —
4

—no | R

X7 X2 ,OdX1 d)CQ dX3 =0

b
2
I
b
2

e
NSRS

wie auch

O = 603 = 0.
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Weitere Beispiele:
e Kireisringzylinder mit Lange /, Aulenradius 7, , Innenradius r;
Oper = "1y (rd +ri + 1519
Ouiat = /2 (rd" +17)
e schlanker Stab der Linge / mit Achsenrichtung x
Oy = 0. ="/n I’ >> O Oy =6.=06.=0
e diinne Kreisscheibe mit Radius » und Achse x
Oun ="/ 1 Oy = O.="/r Oy =06.=0.=0

e Hohlkugel mit AuBlenradius 7, , Innenradius 7;
Aufgrund ihrer Symmetrie sind alle axialen Massentragheitsmomente gleich:

Oy = @yy = 0O,
Addiert man sie, so erhdlt man
mit der Kugelfliche A(r)= 4 7+

und dem Volumen V =4« (ra3 - r,-g) /3

360;= 2] (x/ +x7 +x5) pdV = 2f ¥ p A(r) dr = Zf ¥ p4 i dr

v T 7
55 2m\r’ -1’
=8np(ri-r)l5 = 0O = ¢ und O = O =03 =0.
a T
Fiir die Vollkugel folgt
2
@ = 2mr,
5

Wir untersuchen das Transformationsverhalten der Massentragheitsmomente von dem
Massenmittelpunkt M auf einen beliebigen (nicht notwendig raumfesten) Punkt O mit
ro =ry + X

mit den Darstellungen

Yo = rore; t* ro2e€; t rose;

ry = rure; + ryp e + ryse;s

X = x;e;txrex;t+Xx;ze; ,
also einer Parallelverschiebung des Bezugssystems
1) axiale Massentrégheitsmomente

Ooi1 = | [roF +rosldm = | [(ne+x2)’ + (rus+x3)]dm
v v

= [ + 2 rae Xo + X357+ rys” + 2 ragz X3+ x5°] dm
v
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= rM22 ) dm + 2ryp | x> dm + ) x22dm
v v v

+7’M32j dm~+2ry; | xsdm+ | x5> dm
v v v

= (rd’ +rus)m + | (x° +x35°) dm
v

= m+ Oy
mit dem Abstand von der e;-Achse r;; und dem auf M bezogenen Massentragheitsmoment

Ouir = | (X22+ x32) dm .
v

Allgemein ergibt sich der STEINERsche Satz

_ 2
Coii = Oyyi + rii m

2) deviatorische Massentrdgheitsmomente

Ooiz = — [ rorrozdm = — [ (rmr +x1) (rmz + x2) dm
v v
= —rwrmz | dm — 1y [ Xodm — ry2 [ xpdm — | x;x2dm
v v v v

= —rmrrmem + Oy
mit dem auf M bezogenen Massentragheitsmoment

Oy I:—J' xX; x; dm .
v

Der allgemeine STEINERsche Satz lautet hier

QOU:@Ml'jerierm ﬁ:ll‘iij

Betrachten wir nun den anderen Fall eines Wechsels des Bezugssystems, der durch eine

Drehung der alten ONB {e;} in eine neue ONB {e’;} gekennzeichnet ist. Die Richtungs-
kosinus zwischen alten und neuen Basisvektoren sind

Cos ayj = e*,- © €.
Sie werden zweckméBigerweise in einer Matrix angeordnet
cosy; cosyy cosaps
[R] := |cosay; cosayy cosdy;s

COS(l_g] COSCX_;Z cosa33

Es ergibt sich fiir die Transformation der entsprechenden Matrizen der Massentrigheits-
momente die Beziehung

[6] = [R1[O] [R]"

oder komponentenweise
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. 3
O = 2 RyOuRy ij=1 2 3.
k=1

Satz: Es existiert immer ein System von drei orthogonalen Achsen mit ONB {e''}} , fiir die die
Matrix der Massentrdgheitsmomente Diagonalform besitzt

e 0o o
0 oef o
0o o0 of

d. h. beziiglich derer alle deviatorischen Massentrdgheitsmomente Null sind.

Derartige Achsen heilen Haupttrigheitsachsen (HTA) und die zugehorigen axialen
Tragheitsmomente Haupttrigheitsmomente (HTM) . Mathematisch gesehen handelt es sich
um die Eigenrichtungen und Eigenwerte einer symmetrischen Matrix.

Regeln zu Haupttragheitsachsen:
e Fiir rotationssymmetrische Korper (wie Kreisel) gilt: Symmetrieachsen sind immer HTA.

e Fiir spiegelsymmetrische Korper (wie Flugzeuge) gilt: eine HTA steht senkrecht auf der
Symmetrie-Ebene, die anderen beiden liegen in ihr.

e Fir Korper mit zwei Symmetrie-Ebenen (wie Fernsehrohre) gilt: deren Schnittgerade ist
HTA.

e Sind zwei HTM gleich groB3, so sind alle Achsen in der Ebene dieser beiden HTA
ebenfalls HTA.

e Sind drei HTM gleich groB3 (wie Kugeln und Wiirfel), so sind alle Achsen HTA.

Um in die Drallbilanz einzusetzen, bendtigen wir die zeitliche Ableitung des Dralls dy,
beziiglich M , wobei man sich zweckméBig auf eine korperfeste ONB {e;} bezieht. Fiir sie
gilt

e,~' = 0WxXe,
also

€, = OWX€ = w3 € — @, €3

€ =T OXE€= W €3 — W3 €
e = Oxe;= w; e, — @ e,
sowie fiir alle 7 und j beziiglich {e;}
o; =0.
Der Drallvektor des starren Korpers ist
dy = (O @01+ O 0 + O3 w3) €
T (O w1+ O 02+ O3 w3) €
+ (05 01 + O 02 + Os3 03) €3
und dessen Ableitung gemiR der Produktregel ist gleich dem resultierenden Moment

(Drallsatz)
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My = dy/

= (O 0"+ Opw’ + O ws")e;+ (O 0+ Op o+ O3 ;) (03 €2 — 0 €3)

+ (On o+ On o+ O ws’)e;+ (O 0+ On v+ O ;) (0 €3 — w3 e))
+ (O3 01"+ O 0" + O3 05) e3+ (G5 0 + O 03+ Os3 03) (w201 — 0 €2) .
=[O 0" + O 0" + O3 05

— (O w1+ Oy 0+ Or3 w3) @3 + (O3 01 + Oz 02 + Os3 w3) W3] €

+ (O 0 + On 0" + O 035

T (O 01+ O w; + O3 03) 03— (O3 01 + Oz 02+ O35 03) 1] €2

+ [0 0" + O3 0" + O3 05

(O @1+ O+ O3 03) 02+ (O @1+ O 02+ O3 3) W1] €3

oder komponentenweise

M, = O 0+ 60,0+ 6003

—(Opw;+ On w0+ O3 0;3) w; + (O30 + O @ + O3 03) 0
M, = Op o+ On o+ O3 oz

(O o1+ Op o+ O303) 03— (O30 + O 0+ O3 03) 0
M; = Op )"+ On 0 + O3 03

— (O w1+ Opwr+ O w3) 0+ (O 0+ O @+ Oz @3) @

Dies sind die EULERschen Kreiselgleichungen (1758). Analytische Losungen fiir dieses
gekoppelte und nicht-lineare Differenzialgleichungs-System existieren nur unter sehr starken
Einschrankungen.

Eine Vereinfachung der Kreiselgleichungen ergibt sich durch die Bezugnahme auf HTA.
Hier reduziert sich die Darstellung der Drall-Komponenten auf

dvi = 0" w;
vy = 05 w,
dM3 = @H3a)3.

Die zeitliche Andemng des Dralls ist mit eH,-' = o X eH,-
My = [0", 0 + (05— 0") w, ws] e,
+ [0 " + (0" - 0" w; w] e
+ [0 05" + (0",- 0") w; w5) ;.

Als Spezialfall betrachten wir eine Drehbewegung um die korper- und raumfeste Achse e;:
® = w; e; = ¢ ;. Es handelt sich dabei um eine ebene Drehbewegung. Dann folgt
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My= OppTe+0530  es+ 30 e;— 0o e+ O 0™ e;
= (O " -3 0" ) e +(O "+ O3 9™) e+ O3 0™ e5.

Selbst bei ebenen Rotationen hat das Antriebsmoment drei Komponenten (dynamische
Unwucht). Ist die Bewegung auBerdem noch stationir (¢*° = 0), so verbleibt lediglich

My = 0 (—One +0Ose)).

Fiir die ebene Drehbewegung mit Drehwinkel ¢ um eine HTA folgt dann mit ®w = w; e; =

@ €3

MM = @H3 ¢“eH3.
Ist die Bewegung auBerdem noch stationir (@;* = 0), so ist die Drallinderung gleich Null

MM:dM.:O.

Die Kinetische Energie eines Korpers ist - wie bereits gesehen - mit v = rp’ = (ry +x)°
= vyt x

K=%[ Vdn="r%wm+% [ x’dn>0.
v v

Der erste Term ist derjenige Anteil der Energie, der aus der Translationsgeschwindigkeit des
Massenmittelpunktes des Korpers gespeist wird:

L 2 .«
Kyons = B vy m=20 = Kipans = Vu-aym.

Der zweite Term entsteht bei starren Korpern nur aus der Rotation und kann mit der
EULERschen Geschwindigkeitsformel sowie den Massentrigheitsmomenten beziiglich M
noch spezifiziert werden

Kot := % | X' -X dm
v

7% [ (@xX)- (0 xX)dm
v

=% [ o [xx(0xXx)]dn

v

= 1/20)'dM

“ao-[ [Xo-(x-o)x]dn
v

3
v, z i @ij wj
i,j=1

= % (O o + O 0 + O3 w5)
+ 0w Opw+w Ozwz+ o Opzws 2 0.
Benutzt man HTA, so verbleibt
Kot = % (0% 0+ 0" v+ 6" v).

Fiir eine ebene Drehbewegung um eine HTA verbleibt lediglich
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Ko = % 0590 = Kot = @5 0% 0.

Unwuchtprobleme

Ein starrer Korper drehe sich stationdr um eine korper- und raumfeste Achse e mit einer
Exzentrizitdt des Massenmittelpunktes 7 . Dann gelten die EULERschen Kreiselgleichungen
bez. einer im Massenmittelpunkt fixierten kdrperfesten ONB {e;} mit e; in Achsenrichtung
e wie oben. Diese Richtung ist nicht die einer HTA. Die Winkelgeschwindigkeit ist also

O = we; und @ = 0.

Dabei lasst sich die ONB immer so legen, dass

'y = rej.

As

A

B,

Die Impulsbilanz lautet mit e;" = ® x e; unter Vernachldssigung des Eigengewichts

=

p =aym=ry, m=m@re) " =mre = mroxe)’
=mr(wes;xe)' = mrwe’=mrw (oxe))

=mrow (we;xey = —mro’e

=F = (4,+B))e; + (A2+ By) e, + Az e;

A;+B = —mrow’ A= — B, A;=0.

Die Drallbilanz ergibt fiir die ebene stationire Drehung

My = @ (- Oe; + Op;e)
= (4d,a—Byb)e; + (—A;a+B;b+Azr)e; — (A,+ By) re;

= Ag(a‘l‘b) e; + (—A1Cl+B] b) [}

Az (a+b) :—0)2@23, —A1Cl+B1b = (02@13
2 1
0] e
Ay = — O3, A = - LB rmr) o’
a0 1+Z( b )
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M,y ist also gleich Null. Ein antreibendes Moment ist nicht erforderlich.

Die umlaufenden Lagerkrifte werden als kinetische Driicke bezeichnet. Sie sind nur Null,
wenn 7= ( (keine statische Unwucht) und e Haupttragheitsachse ist (&; = 0 = 6;3).

Biegekritische Drehzahlen

Hier betrachten wir eine homogene, masselose, elastische Welle mit einer Einzelmasse in
der Mitte. Wir vernachlidssigen deren Drehtriagheit ebenso wie ihr Gewicht. Das
Massenmittelpunktsgesetz liefert fiir die stationére Drehung in radialer Richtung fiir die Zent-
ripetalbeschleunigung mit dem Federgesetz

2
muw = cu

48E1

mit der Auslenkung u# und der Ersatzfedersteifigkeit ¢ = 3

aus der Balkentheorie. Die Bewegungsgleichung hat neben der trivialen Losung u# = 0 genau
dann nicht-triviale Losungen, wenn die biegekritische Drehzahl gemil3

2 / c /48EI
m Qi = C = Dfrit * = - = 3
m I"m

erreicht ist. Hier tritt ein Stabilitdtsproblem ein. Die Welle kann in ausgelenkter Form
umlaufen, weil sich die elastischen Riickstellkrifte und die "Zentrifugalkrifte" aufheben. Die
GroBBe der Auslenkung u kann im Rahmen dieser Theorie nicht bestimmt werden. Es gilt,
diesen Bereich beim Hoch- und Herunterfahren der Welle flott zu durchfahren.

Kinetik deformierbarer Korper in Feldformulierung

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu den beiden Bewegungsgesetzen dquivalente Aussagen
herzuleiten, deren Anwendung fiir bestimmte Problemklassen vorteilhaft ist. Hierzu benutzen
wir die lokale Formen der Gleichgewichtsbedingungen, indem wir zu den Massenkriften die
Tréagheitskréfte addieren.

Wir haben gesehen, dass die lokalen Gleichgewichtsbedingungen der Krifte auf die
Gleichungen
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60‘11 n 8(712 i 60’]3 +pg1 )
8x1 GX2 6x3

60'2] n 8(722 4 60’23 +,Og2 )
8x1 6x2 6)63

60'3] n 8(732 n 60'33 +,Og3 _
Gx] 8x2 8X3

fiihrt, die der Momente hingegen auf das BOLTZMANNsche Axiom
012 = 021 013 = 031 023 = 032.

Darinist ¢ = {g;, g2, g} das Feld der spezifischen Massenkraft. Nun kénnen wir die
Bewegungsgesetze auf Gleichgewichtsaussagen zuriickfiihren, wenn wir die Kréfte durch die
Tréagheiten ergidnzen (D’ALEMBERTSsches Prinzip). Fiihren wir dazu die sog. Inertialkraft

—[ adm =—| r"dm
v v

ein, so erkennt man, dass

gy:=g—a={gn, gn, g} = & —ai, g —az, g3—as}

die spezifische verallgemeinerte Massenkraft ist (die manchmal auch als verlorene Kraft be-
zeichnet wird). Flachenverteilte Inertialkréfte existieren nicht, da Flachen keine (trdge) Masse
besitzen. Ersetzen wir in den lokalen Kraft-Gleichgewichtsbedingungen also die Massen-
kraftdichte durch die Kraftdichte der verallgemeinerten Massenkraft, so erhalten wir die

Lokale Form der Impulsbilanz (CAUCHY 1827)
Die Impulsbilanz ist fiir einen Korper und alle seine Teilkorper genau dann erfiillt, wenn in
jedem seiner Punkte gilt:

80'11 n 80'12 n 60'13 +,0(g1—a1) -0
8x1 8x2 8x3

80'2] n 80'22 i 80’23 +p(g27a2) )
8x1 8)62 8x3

80'3] n 80'32 4 60’33 +,0(g3—a3) -0
Gx] 8X2 8X3

Da in die lokale Form des Momentengleichgewichts die Massenkrifte nicht eingehen, kénnen
auch die verlorenen Massenkréfte nicht eingehen, und wir erhalten analog die

Lokale Form der Drallbilanz
Die Drallbilanz ist fiir einen Korper und alle seine Teilkorper genau dann erfiillt, wenn die
Impulsbilanz gilt und in jedem seiner Punkte zugeordnete Schubspannungen gleich sind:

012 = O3] O3 = O3] 023 = O3
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Die lokale Drallbilanz fiihrt also wie im statischen Fall auch auf das BOLTZMANNsche
Axiom.

Fiir einen beliebigen Korper (fest oder fliissig oder gasformig, elastisch oder inelastisch) sind
die Bewegungsgesetze dquivalent zur Giiltigkeit der obigen 6 Feldgleichungen in jedem
Koérperpunkt.

Wir werden diese Gleichungen benutzen, um durch identische Umformungen an ihnen
weitere dquivalente Aussagen abzuleiten.

Die drei lokalen Impulsbilanzen lassen sich in Form einer einzigen Vektorgleichung
c=o0
darstellen, wobei das Vektorfeld ¢ beziiglich einer ONB die Komponenten

. . . 3 )
80'11 " 80-12 n 80_13 +p(gi_ai) — Z aa_lk + p(gl._ai)
6x1 8X2 8x3 k=1 axk

c; =
fir i = 1, 2, 3 hat. Es ist offensichtlich, dass diese Vektorgleichung dquivalent ist zu der
Aussage, dass die skalare Gleichung

c-w=20
fiir alle Vektorfelder w (sog. Testfunktionen)

W(x7, x2,x3) = wixs, X2, X3) €1 + WXy, X2, X3) €2+ w3(xs, X2, X3) €3
gilt. Damit erhalten wir anstelle der lokalen Impulsbilanz die Gleichungen
3

3 0o;
ciw = X [ 2 lkwi+,0(gi_ai)wi] =0.
i=l k=1 OX

(]

z

[
M

1

1
Es gilt die Produktregel fiir die Ortsableitungen

— (o wi) = w; + oi .
xk xk ﬁxk

Wir setzen dies in obige Gleichungen ein und integrieren diese dann iiber den ganzen Kdrper.

3 3 Pl ow.
[ = {] —(owmw)dV- | ou %y + [ (@—a)wipdV] =0.
i=1 k=1 3 Oxg v Ox;, v

Der GAUSSsche Integralsatz besagt nun, dass fiir eine beliebige differenzierbare Ortsfunktion
@(x;, x2, x3) das Volumenintegral in ein Oberflichenintegral transformiert werden kann

[ %dVZ [ ¢ nidA furk=1 2 3
y  Ox of

mit der normierten dulleren Normalen

n = {n;,ny,n3}
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auf der Oberfliche .27 des Korpers. Identifizieren wir ¢ = oy w;, so konnen wir die linken
Terme umformen zu

3 3
S 1 Zouwydr= S| moywdd
k=1 3 Oxg k=1 o7
3 3
= z I WiO'ikl’lde: I WitidA = I WifidA:I W'tdA,
k=1 o o Y o

3
denn Y (o my) ist die i—te Komponente ¢ der Oberflichenspannung t (Satz von
k=1

CAUCHY) . Die mittleren Terme formen wir unter Benutzung des BOLTZMANNschen Axi-
oms um zu

3 ow; 3 ow; 3 ow; ow;
Yoo b= ¥ howton) ok = X Uh(on d+ oy L)
i,k=1 8xk i,k=1 6xk i,k=1 6xk 8xk
3 _ 3 .
= S o Yoy Py = 5 oy (D Dy
ik=1 oxy, Oox; ik=1 oxy, Ox;

Setzen wir dies ein, so erhalten wir die folgende Mastergleichung

[ t-wdd+ | g-wdm
4 Ve

on (2 ey gy o [ a-wdm

1 ; X 8xl~ a

1

3
= X
Je=

Da wir das Feld w noch nicht physikalisch interpretiert haben, ist die physikalische
Bedeutung dieser Gleichung noch offen. Immerhin wissen wir bereits jetzt, dass ihre
Erfiillung fiir beliebige w—Felder dquivalent zu den Bewegungsgesetzen ist.

Leistung

Als erstes identifizieren wir das Feld w mit dem momentanen Geschwindigkeitsfeld v und
erkennen fiir kleine Verformungen

p (D ey O O Oy e
Ox,  Ox; ot Ox,  Ox;

was zusammen mit den Spannungen die (lokale) Spannungs-Leistung
3

[ ]
li := 2 o &k
ik=1

bildet. Wir erhalten aus der Mastergleichung die
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Leistungsbilanz

Gelten fiir einen Korper die Bewegungsgesetze, so gilt die Leistungsbilanz
L,=L +K°
o mit der (duferen) Leistung der Krifte

Li:= [ t-vdd+ [ g-vdm
o Ve

(t: oberflachenverteilte Kraft, g: massenverteile Kraft),

. der (inneren) Spannungsleistung
3 L]
Li:= Y | ow & dV
k=1 y
. und der Kinetischen Energie

K:=’/zj v’ dm.
v

Die Anderung der kinetischen Energie ist néimlich

K'=% 1| 2v-vdn= | v-adm.

v v
: — . Masse x Lc'ingez
Alle Leistungen haben die Dimension Kraft x Geschwindigkeit = 3 , wofiir
Zeit
kg m’ C
das Watt W : = 3 als Einheit eingefiihrt wurde.
s

Man beachte, dass wegen der speziellen Identifikation w =v die Aquivalenz nicht mehr
gilt, sondern die Leistungsbilanz aus den Bewegungsgesetzen folgt, aber nicht umgekehrt.
Wir wollen uns als néchstes die einzelnen Leistungsanteile genauer ansehen.

Leistung der Krifte

In der oben angefiihrten Definition von L, leisten die oberflichenverteilten Kriafte t und die
volumenverteilten g Arbeit. Beim starren Korper ist es oft praktischer, diese Kraftdichten
durch statisch dquivalente Einzelkrifte (F;, r;) zu ersetzen.

Beispiel: die Leistung der Gewichtskraft, deren Dichte g ist und deren Leistung damit

Ly= | g-v dm.
v

Ist g im Korpergebiet (anndhernd) konstant, so gilt
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L,=g- | vdm = g-(| rdm) mit [ r'dm = mvy
v v v
=mg'VM:FG'VM mithzmg,

wobei Schwerpunkt und Massenmittelpunkt in vielen Anwendungen (annihernd) zusammen-
fallen und v,, dessen Geschwindigkeit ist.

In Verallgemeinerung dessen setzen wir fiir die Leistung einer Einzelkraft (F;, r;) generell
an

La = F['V[ mit Vi = I;.

Die Leistung eines Kriftepaares {(F, r;) , (—F, ry)} am starren Korper ist unter
Benutzung der EULERschen Geschwindigkeitsformel

Vi =V + @x(r;—r)
dann
L,=F-r/—-F-r,°
=F-(v; —vy)
=F-ox(r;—-r)
=-r)xF-0o=M - o.
Damit ist die Leistung von freien Einzelmomenten M;
L,=M; o.
Man beachte dabei, dass i. A. @ nicht die Zeitableitung eines physikalischen Vektors ist.
Lediglich im Falle einer (ebenen) Drehung um eine feste Achse e um einen Winkel ¢(7) ist
@) = ¢'()e = (pe) = o)

Die Leistung eines komplexen Kraftsystems am starren Korper ist demnach

K L
L,= | g-vdA + [ t-vdm + ¥ Fi-vi+ ¥ Mi-o.
o Va i=1 i=1

Da Reaktionskrifte einen kinematischen Zustand an ihrem Angriffspunkt erhalten, gilt:
Reaktionskrdfte und -momente leisten keine Arbeit bei allen kompatiblen Bewegungs-
zustdnden.

Das Zeitintegral der Leistung der duBleren Krifte iiber ein Zeitintervall [z, ¢;] ist die
Arbeit der Krifte

t
A, = | L, dt =N L, = A, .

)

Alle Arbeiten haben die Dimension

Leistung x Zeit = Kraft x Linge = Masse x Lc'ingez / Zeit’
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2

m
wofiir das Joule® J=Nm=Ws = Zg als Einheit eingefiihrt wurde.
s

Fiir den Spezialfall einer zeitlich konstanten Einzelkraft F. gilt dann speziell
I 4
Ao = [ Fo-vdt=TF.-[ vdt=F.[r(t) - rty)] = F.-Ar,
i ly

was der Ausdrucksweise "Arbeit = Kraft x Weg" entspricht. Ist die Kraft hingegen nicht
konstant, so gilt diese Formel nicht.

Arbeitssatz

Gilt der Leistungssatz zu allen Zeitpunkten fiir die Bewegung eines Korpers in einem
Zeitintervall, so kdnnen wir ihn auch zeitlich integrieren und erhalten den

Arbeitssatz
Wihrend der Bewegung eines Korpers in einen beliebigen Zeitintervall [ty, t;] gilt die
Arbeitsbilanz

A, = Ai + AK

t]
mit A, = | L, dt Arbeit der Krifte

tﬂ
t[

A= | L; dt Spannungsarbeit
t()

AK = K(t;) — K(ty) Differenz der kinetischen Energie.

Wegen der Beliebigkeit der Integrationsgrenzen ist der Arbeitssatz dquivalent zum Leistungs-
satz wihrend der Dauer der Bewegung und ist notwendig fiir die Giiltigkeit der Bewegungs-
gleichungen.

Fiir starre Korper ist 4; = 0. Fiir den Fall der Statik ist AK = 0.

Kraftpotenziale

Hiangt die Arbeit eines bestimmten Kraftfeldes nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab, ist es also wegunabhdngig, so nennt man es konservativ. Insbesondere sind alle
(zeitlich und rdaumlich) konstanten Kraftfelder grundsitzlich auch konservativ. Hingegen sind
Reibungskrifte nie konservativ.

Fiir ein solches konservatives Kraftfeld definieren wir eine skalare Ortsfunktion U(r) , ge-
nannt Kraftpotenzial oder potenzielle Energie, durch

3! James Prescott Joule (1818 - 1889)
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Ulr)) —Ury) := A, :; .
Die Zeitableitung der Arbeit ist die Leistung

L] L] dU L] L]
L=A=-Ur)=-—-v=-gradU-r" = -F-r
dr
mit dem Gradienten des Potenzials U(x;, x2, x3)

dUu oU oU oU
gradU = — := —e; + —e; + —e;3.
dr ax] 8X2 6x3

Da dies fiir alle Geschwindigkeiten r® gelten soll, ergibt ein Vergleich
F=—-gradU.

Beispiel: Die Gewichtskraft F = mg ey besitzt als Potenzial die potentielle Energie der
Gravitation

U=-mgz=mgh

mit der Koordinate z in senkrechter Richtung und der Héhe # = —z iiber einem willkiirlich
gewdhlten Nullniveau.

Spannungsleistung

(innere Leistung) eines deformierbaren Kdorpers ist definiert als

3
Li:= | X oge& dV
g k=l
mit
g = Lo (D Oy oy (D Dy
ot ox,  Ox; ox,  Ox;

In der Matrizenschreibweise ist dies

Li= [ S-EdV.
v

Fiir starre Korper gilt grundsditzlich L; = 0.

Die Spannungsarbeit ist

t[
A; = J. L; dt = A,'.:L,'.
t

0

Um diesen Ausdruck zu berechnen, muss die Abhéngigkeit der Spannungen von den
Deformationen bekannt sein. Gilt das HOOKEsche Gesetz, so kann man die Spannungen als
Funktion der Dehnungen ausdriicken und man erhilt den Ausdruck
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Y _e1)-E'dV.

L= 2G(E+
% 1-2v

Auch fiir die Spannungsleistung vereinfacht sich die Darstellung entscheidend, wenn es eine
(potentielle) elastische Energie w(e;;, €12, €13, &1, €2, &3, &1, €2, £3) bt mit

ow
Oik = —
ogy,

firi, k = 1,2, 3. Dann ist ndmlich die Leistung ein vollstindiges Differenzial

3
L= ¥ Marar = [ wav-:we
v ik=1 COfi v

und die Arbeit ist die (wegunabhéngige) Energie-Differenz
A; ;1 = W(t;)) — W(ty) .
0

Diese bequeme Eigenschaft findet man aber nur bei elastischen Materialien.

Beispiel: elastische Feder mit Federkonstante ¢ . Ist x die KOO aus der entspannten Lage
heraus, so ist die Federkraft

aw
F=cx=—
x
mit der Federenergie
W =14 cxz,
so dass
L,—W'—d—Wx°—F'
dx

Beispiel: cindimensionales HOOKEsches Material. Hier ist die Spannungsleistung ein
vollstindiges Differenzial

dw(e)
de

Beispiel: clastischer Stab der Lange L (prismatisch, homogen, ohne Schubenergie, bzgl.
HTA). Hier ist die Forménderungsenergie

i =0 =Ece = (HLE&) = we) mit o =

L
W= "% [ [EAu(xt)” +E Lv(xt)"” +E L wxf) + G I, 9(x)"] dx,
0
so dass

Li = [ [EAu(x0) u(xt) +ELv(x0)" v(xt)""*

S~

+ E L w0 wx,0)"* + G I, $(x,0)" 9(x,1)""] dx
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[N(x, 1) u(x,0)' " + M(x,) v(x,0)"* — My(x,1) wx, )" + My(x,1) 3(x,0)""] dx

S — i~

ist.

Beispiel: viskoser Dampfer mit Viskosititskonstante » . Ist x* die Geschwindigkeit, mit der
er verschoben wird, so ist die Dampfungskraft

F.=—rx".
Sie wirkt immer entgegen der Geschwindigkeit. Thre Leistung ist
Li=Fx =—rx"~.

Hierfiir gibt es kein rdumliches Potential.

Energiesatz

Besitzen sowohl die dufleren Kréfte ein Potenzial U als auch die Spannungen ein Potenzial
W, dann folgt aus der Leistungsbilanz die Energiebilanz in inkrementeller Form

U'+W'+K"=0=U+ W+ K)

oder in integraler Form als

Energiesatz
Bei konservativen Systemen ist die Summe der potentiellen Energie der dufleren Lasten, der
elastischen Energie und der kinetischen Energie konstant:

U+ W + K= konstant.

Wihrend die Leistungsbilanz grundsitzliche Giiltigkeit besitzt, haben wir zur Herleitung des
Energiesatzes sehr starke Einschrinkungen vornehmen miissen (konservatives System). Sie
gilt also nicht fiir inelastische oder Reibungs-behaftete Systeme.

Fiir starre Korper oder Systeme von starren Korpern unter konservativen Belastungen gilt die
Energiebilanz in der Form

U'+K®"=0.

In der Thermodynamik gilt fiir alle Korper die thermodynamische Energiebilanz (1. Haupt-
satz). Sie ist zu unterscheiden vom vorangehenden Energiesatz, der nur sehr eingeschrankt
gilt.

Arbeits- und Energieprinzipien

Da wir durch die Identifikation w = v(r) in der Mastergleichung ein spezielles Vektorfeld
ausgewdhlt haben, ist die Leistungsbilanz notwendig fiir die Giiltigkeit der Bewegungs-
gleichungen, aber nicht hinreichend. Um dagegen zu dquivalenten Aussagen zu gelangen,
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setzen wir ein beliebiges Vektorfeld w = dv(r) ein und nennen es virtuelles Geschwindig-
keitsfeld. Unter den unendlich vielen derartigen Feldern Ov(r) ist das tatsdchliche Ge-
schwindigkeitsfeld v(r) lediglich ein einzelner Kandidat.

Prinzip der virtuellen Leistung (Pdvl)

(D’ALEMBERTSsches Prinzip in der LAGRANGE”schen Fassung)

Fiir einen Korper sind die Bewegungsgesetze genau dann erfiillt, wenn die virtuelle
Leistungsbilanz

§Lav = 5L,
fiir alle virtuellen Geschwindigkeitsfelder dv(r) erfiillt ist mit
o der virtuellen duferen Leistung der verallgemeinerten Krdfte

OLgy 1= [ t-3vdA + | (g—a)-dvdm
74 v

o und der virtuellen innere Leistung der Spannung

1,0(v) | o(sw)

| ydv.
v ik=1 2 axk axl'

Die Leistung der Spannungen ist bei starren Kdrpern Null.

Dieses Prinzip wird auch Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, der virtuellen Arbeiten,
von d'ALEMBERT in der LAGRANGEschen Fassung o. d. genannt.

Bei Einflihrung von Einzelkréften (F;, r;) und Einzelmomenten M; am starren Korper ist
die virtuelle Leistung der verlorenen Krifte dann entsprechend zu erweitern

K L
OLy = [ t-0vdA + | (g—a)-dvdm + ¥ F;-dv;i + ¥ M;-d0,
o v i=1 i=1

wobei 0v; = 0v(r;) istund dw die durch ov induzierte virtuelle Winkelgeschwindigkeit des
starren Korpers.

Wir wollen den Anteil der Trigheitskréfte nun fiir starre Korper bei ebener Bewegung um
eine HTA spezifizieren. Dafiir widhlen wir die virtuellen Geschwindigkeiten vom selben Typ
wie die Geschwindigkeiten am starren Korper. Es gilt die EULERsche Geschwindigkeits-
formel bezogen auf den Massenmittelpunkt M des starren Korpers

V=vVvytomxx und virtuell ov = dvy + 0w X X .

Bei einer ebenen Bewegung steht vy, senkrecht auf o wie auch Ovy auf ® . Die
Winkelgesschwindigkeit @ des starren Korpers ist die Zeitableitung eines Winkels o= ¢°
(was bei nicht-ebenen Bewegungen nicht mehr gilt). Die Beschleunigung ist

a=ayt+to xx+ox((®xXx).

Damit wird dann

32 Jean Louis Lagrange (1736 - 1813)
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| a-ovdm
v

= | [aut o xx+ox(@xX)]-[dvy + do xX] dm
v

= ay-dvym+® x| xdm -dvy+tox(®x [ Xdm)-Svy
Va v

+ ay-00x [ Xdn+ [ (0 xX)- (30 x X)dm
V4 4

T [ @ x(ex%)—Se>x) dn .

v

Der letzte Term ist Null, weil beide Faktoren in Klammern senkrecht auf der Ebene stehen
und damit parallel sind.

Bezogen auf den Massenmittelpunkt ist | x dm = o und es verbleiben lediglich
v

[ a-dvdm = aym -dvy + | (0 xX)- (80 x X) dm .
Va V4

Der letzte Term ergibt mit den Regeln der Vektorrechnung zum doppelten Kreuzprodukt

[ 0 xx@oxx)dn = ' | X dn do -0’ [ x(xdn-30) = 0" & so.
v v Va

Damit ist

[ a-dvdm = may-ovy + 0" o Sw.
v

Im Falle der Statik gilt dieses Prinzip ebenfalls, wobei die Beschleunigungen a = o sind
und damit die verlorenen Kréfte und die Krifte identisch werden. Deren virtuelle Leistungen
fallen dann ebenfalls zusammen: 6L, = JOL, . Im obigen Prinzip wurde ov als virtuelles
Geschwindigkeitsfeld interpretiert. Im  statischen Fall vermeidet man diese
Interpretation mit folgendem Argument. Multipliziert man v mit dem Zeitinkrement df , so
kann man in Analogie zum Verschiebungsdifferenzial

du = vdt
das Vektorfeld
ou ;= dvdt

als virtuelles Verriickungs- oder Verschiebungs-Differenzial interpretieren, das virtuelle
Verschiebung oder Verriickung genannt wird. Man beachte, dass somit dem Symbol & nicht
nur die Bedeutung "virtuell", sondern auch "differenziell" zukommt. Ebenso ersetzt man in
Analogie zu

La,i = Aa,[. = Lg,[ dt = dAa,,'
durch
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é‘La),' dt = é‘Aa,,'

und nennt es virtuelle Arbeit, die ebenfalls differenziell ist. Ebenso fiilhrt man virtuelle
Dehnungen ein gemif

O 1= ode = OS¢ dt
im Eindimensionalen oder
oou,, N o0ou, ) di

Ok == O0d&u = Ot dt = % (
ox;, X,

im Dreidimensionalen.

Wir kommen damit zu einem dem PdvL im statischen Fall mathematisch dquivalenten, von
der physikalischen Interpretation aber etwas unterschiedlichen

Prinzip der virtuellen Verriickungen (Pdv})
Fiir einen Korper sind die Gleichgewichtsbedingungen genau dann erfiillt, wenn die virtuelle
Arbeitsbilanz

5Aa = 5Al
fiir alle virtuellen Verriickungen du erfiillt ist mit
o der virtuellen Arbeit der Krdfte

O0d, 1= | t-dudd + | g-Sudm
-4 Ve

o und der virtuellen Arbeit der Spannungen

3 .
Y. O Ok dV mit Sgy : = 1(6(5%) + 0(0u)
Je=1 2 ox, Ox,

54 ).

i=
/2

Da die Vektorfelder v und ou im PdvL bzw. im PdvV grundsitzlich beliebig sind, kann
man auch solche auswéhlen, die vorhandene Verschiebungs-Randbedingungen erfiillen.
Dadurch tauchen die dortigen Reaktionskrifte und -momente in dem Variationalausdruck der
Prinzipien nicht auf. Man spricht in diesem Falle von 64, als den virtuellen Leistungen bzw.
Arbeiten der duBBeren eingeprdgten Krifte.

Betrachten wir nun wieder den speziellen Fall konservativer Krifte und Spannungen. Ist
beispielsweise U(x,, x2, x3) das Potenzial einer Einzelkraft F . Dann ist in Analogie zu

—dA,=dU = grad U-du = 8_Udu1 + a—Udug + a—Ustg: —F-du
Gx] x2 X3
hier
—0A4,=0U = grad U - du = U ou; + v ou, + a—Ué'ug = —F-du
8x1 5x2 6)63

und analog fiir die elastische Energie w(&y) und deren Variation ow( &)
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3 3
aw= 3 M e swi= ¥ M s
ik=1 aé‘ik i,k=1 agik

und

S4; = SW := [ Swav.
v

Damit ist fiir konservative Systeme

SA;i — 84, = W +3U = W +U) = 0.

Prinzip vom stationiren Wert der potentiellen Energie

Ein konservatives System mit Potenzial U der Krdifte und elastischem Potenzial W der
Spannungen befindet sich genau dann im Gleichgewicht, wenn die Variation des
Gesamtpotenzials

o(wW+U) =0
ist.

Mathematisch gesehen handelt es sich hier um einen stationdren Wert eines Funktionals im
Sinne der Variationsrechnung.

Wir wenden nun das PdvV in der Form O W = 64, auf ebene Biegeprobleme an, die
statisch bestimmt oder unbestimmt sein konnen. Hier ist die elastische Energie

L
W=1Y% [ ELw"dx
0

unter Vernachldssigung der Scherenergie. Dessen Variation ist

L
ow = J Elyw”~5w"dx.
0

Als (nicht notwendig konservative) dulere Lasten soll an dem Stab eine Streckenlasten ¢(x)
und Einzelkrédfte F; an den Stellen x; in z—Richtung sowie freie Einzelmomente A; an den
Stellen x; in y—Richtung wirken. Deren virtuelle Arbeit ist

L K M
SAa = [ qx)Swdx + D Fix) Swx) — D Mx) Sw'(x)).
0 i=1 j=1

Wenn ow als kompatibel mit den Lagerbedingungen angenommen wird, leisten die Lager-
reaktionen (Reaktionskréfte) auch keine virtuelle Arbeit.

Damit erhalten wir nach dem Pdv) folgende Variationsgleichung
OW—04,= 0

K M
[ELw" ow" — q ow] dx — Z F; ow(x;) + z M; ow'(x)) .
i=1 j=I

Il
S — b~
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Sie ist sehr gut geeignet, um Naherungslosungen des Biegeproblems zu bestimmen, wie
beispielsweise mit dem RITZschen Verfahren oder Finiten Elementen.

RITZsches Verfahren
Wir machen fiir die Verschiebungen des Biegeproblems den RITZ*-Ansatz
N
W) = Y e wal)
n=I

mit N festgewihlten Formfunktionen w,(x) , die fiir alle Parameter ¢, mindestens die kine-
matischen Randbedingungen erfiillen sollen. Damit leisten die Lagerkréfte keine virtuelle
Arbeit. Die virtuellen Verriickungen sind dann

N
Sw(x) = D 5c, wilx) .

n=1

Wir setzen dies in das Prinzip der virtuellen Verriickungen ein

L
ow = j Elyw”~§w" dx
0

L N N
= I [E 1, Z Cm W' () - z oc, w," (x)] dx
0 m=1 n=1I
L K M
= oL, = j q(x) owdx + Z Fi(x;)) ow(x;)) — z Mi(xj) ow'(x))
0 i=1 j=I
L N
= [ [g®)-Y Goww, ()] dx
0 n=1
K N M N
+ Z Fi(x;) - Z oc, walx;) — z Mi(x;) - Z ocy wi'(x)) .
i=I n=1 j=1 n=I

Diese Gleichung muss fiir beliebige o¢, gelten, wie beispielsweise fiir ein ¢, = [ und alle
anderen gleich Null, was auf die N Gleichungen

L N
I EI, Z Wi (x) - w," (x) dx cp, n=1,.,N
0 m=1
L K M
= [ qGx) - wax)dx + > Fix) - wax) — D Mi(x)) - wi'(x)
0 i=1 j=1

» Walter Ritz (1878-1909)
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fiihrt. Dies ist ein lineares inhomogenes Gleichungssystem zur Bestimmung der Parameter c,,
von der Form

N
z Anm Cm = bn I’IZI, ,N
m=1
mit den Linearfaktoren
L
Awn = Apn = j E I, wy"(x) - wy"(x) dx .
0

Wird das System mit unterschiedlichen Lasten belastet, so braucht man nur die rechten Seiten
b,, neu zu berechnen.

Man kann das Prinzip auch zur ndherungsweisen Bestimmung von Knicklasten benutzen.
Greift nimlich am Ende des Stabes bei x = L (unbelastet L)) eine axiale Druckkraft P an,
so ist deren Weg infolge von der Durchbiegung w(x) nach der Theorie 2. Ordnung unter
Vernachldssigung der Langsdehnung

ur — L() - L
mit der Bogenlinge des geknickten Stabes mit ds” = dw’ +dx’ = (I +w'?) dx’
L
Ly=[ds = [ NI+w?)dx.
Z 0
Die Reihenentwicklung der Wurzel ist
NUA+w?) =1+ 5w ="w?+ .
Bei Vernachldssigung der hoheren Terme (Theorie 2. Ordnung) verbleibt damit

L L
LozL+I w'? dx = uLZI/zI w' dx .
0 0

Die virtuelle Arbeit der Axialkraft ist damit

L L
SAwp = P-Sup = P-% [ Sw?dc=P [ wowdx.
0 0

Benutzen wir nun den RITZ-Ansatz, so ist dies

L N N
SA.p = P | Z Cm Wi () Z Oc, wy' (x) dx .
0 m=I n=I
Addieren wir dies zur obigen variationellen Gleichung, so erhalten wir

L N N
f [E ], Z Cm Wn'(X) - Z w,"(x)] dx dcy
0

m=1 n=1I
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L N
= [ [g&x) - D> wa ()] dx Sc,
0

n=I

N M N
F;. Z OCy wy(x;) + Z M; - Z oc, wy'(x))

M~

_l’_
i=1 n=1 Jj=1 n=1
L N N
+P I Z Cm W' (X) + Z ocy wy' (x) dx |
0 m=I n=1I

was auf das lineare Gleichungssystem

L N
j El, z Wu"'(X) « w,"(x) dx ¢

0 m=1
L K M
= [ q@)-wi(x) dx + D Fiowix) +, M;-w,/(x)
0 i=1 =1
L N
+P [ wa' () w' () dx e n=1,..,N
0 m=I

fithrt. Wirkt auf den Stab keine Querbelastung (¢ = 0, F;= 0, M; = 0), so verbleiben lediglich
die beiden Terme

L N
I ET, Z W' (x) - w,"(x) dx ¢,
0

m=1
L N
=P f W' (x) - wy," (x) dx ¢ n=1,.. N.
0 m=I

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir die Parameter ¢, , was nur dann
nicht-triviale (von Null verschiedene) Losungen hat, wenn die Koeffizienten-Determinante
singuldr ist. Fiir einen eingliedrigen RITZ-Ansatz

w(x) = ¢; wi(x)
fithrt dies auf die Gleichung
L L
f EI, w/"(x)’ dx = P I wi' (%) dx,
0 0
woraus man nidherungsweise die kritische Last bestimmen kann als Quotient
L L
P = f El, wi"(x)? dx / j wi' (x)’ dx
0 0

wiahrend c¢; unbestimmt bleibt.
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HAMILTONSsches Prinzip

Waihrend die bisherigen Prinzipien den Gleichgewichtsbedingungen zeitunabhéngig (PdvV)
oder den Bewegungsgleichungen zu einem Zeitpunkt (Pdvl) dquivalent waren, betrachten wir
nun einen ganzen Prozess zeitabhidngig in einem Zeitintervall [7, ;] . Dabei soll sich der
Korper aus einer vorgeschriebenen Anfangsposition unter der Einwirkung von dufleren Lasten
und Randbedingungen in eine ebenfalls vorgeschriebene Endposition bewegen. Wir identifi-
zieren nun in der Mastergleichung w mit einem Verschiebungsfeld du(r, f), das

1. orts- und zeitabhéngig und

2. wvirtuell ist, und

3. die Anfangsbedingungen du(r , 7y) = o
4. die Endbedingungen ou(r,z;) = o

5. und die kinematischen Randbedingungen (wie vorgegeben)

erfiillt.
Mit den Beziehungen
a-5u=u"-8u = (u"-8u) - u*-ou’
und

0K := [ u"-du’dm
v
erhalten wir aus der Mastergleichung

0A, = 64; + | (u*-du)’dm — K.
v
Das Zeitintegral hieriiber flihrt auf

Z’1
[ (A — 04; + SKydt = 0,
t

0

da

t]
[ (u-8u) dt = u'(t;) - du(t;) — u’(ty) - du(ty)

L

iiberall verschwindet. Fiir konservative Systeme gilt wieder
04, = —oU

und
0A4; = OW.

Wir definieren die LAGRANGE-Funktion
L =K-U-W,
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so dass
0L = 6K —SU—- W = 6K + 04, — 04;

ist, und erhalten das

HALMILTONsche Prinzip vom stationiren Wert der LANGRANGE-Funktion
Die Bewegungsgleichungen eines konservativen Systems sind fiir eine Bewegung im
Zeitintervall [ty, t;] genau dann erfiillt, wenn

[1
[ 6oLdt =0
t

0

gilt fiir alle virtuellen Bewegungen ou(r , t), die den Anfangs-, End- und Rand-Bedingungen
gentigen.

LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen

Wir beschrinken uns im Weiteren auf Systeme starrer Korper mit n-Freiheitsgraden. Die
Lage eines solchen Systems soll durch einen (minimalen) Satz von n KOO {q,, q>, ... gu}
beschrieben werden. Verwendet man mehr als » KOO, so sind diese nicht mehr alle vonei-
nander unabhingig. Verwendet man weniger als 7 , so ist durch sie die Lage des Systems
nicht eindeutig beschrieben. Beschrianken wir uns also auf derartige generalisierte KOO.

Wir stellen nun die LAGRANGE-Funktion _# als Funktion der generalisierten KOO ¢;
und deren Ableitungen ¢;" dar
j(QJ 9 s s Qn, QI., cee s Qn.) .

Deren Variation ist dann

n oL oL .
oL = Z (—5ql'+ .§qi).

Dies wird ins HAMILTONSsche Prinzip eingesetzt

I i
Fosi=1 % (L sg+ Zsgydi-o.
0 1 i=1 04; g

Die rechten Terme konnen partiell integriert werden zu

t 1
J &Zi 5%'. = djj 0qi ;1 — I i d'jj 0q; dt .
i 04; 0q, 0y, dt o

Da der Anfangs- und Endzustand nicht variiert werden diirfen, ist

§q,‘(l‘0) = () = 5qi(f1) .
Damit verbleiben vom HAMILTONSschen Prinzip

* William Rowan Hamilton (1805 - 1865)
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d o
8ql dt oq;

=0.

Dies kann fiir beliebige (zeitabhingige) Variationen o¢g; nur dann gelten, wenn wéhrend der
Bewegung

—_— — — =0 fiiri=1,..,n

sind. Dies sind die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen 2. Art. Dabei wurde die
LAGRANGE-Funktion durch die Potenziale gemél

Li=K-U-W

definiert. Da - im Gegensatz zur kinetischen Energie - die Potenziale U und W nicht von
q; abhidngen

K@iy s qnsqi’s s qn))
Ui, ..., qn)
Wqi, .. qn) s
gelten die Bewegungsgleichungen auch in der Form

oK d oKk _ o(U+W)

oq;  dt oq;° 0q;
Die Ausdriicke
ou+w
0 i- AUHT)
q;

werden generalisierte Krifte genannt, die an og; die virtuelle Arbeit

noo\U+w
0: 8¢ = -2 (—+)
i=1 oq;

1

é‘Ai-a = §ql

VR

1

leisten.

Wihrend wir bisher davon ausgegangen sind, dass das System konservativ ist, konnen wir
auch nicht-konservative Kréfte (z. B. Reibungskrifte) dadurch beriicksichtigen, dass man
deren virtuelle Arbeit ebenfalls als

= Z QR,' 5qi
i=1

darstellt und den Bewegungsgleichungen zufiigt

oK d oK O — o(U+Ww)

. firi=1,..,n
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Die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen 1. Art erhdlt man, wenn man iiberzéhlige
KOO einfiihrt und die Bindungen zwischen diesen im Variationsausdruck mitberiicksichtigt
(was hier nicht dargestellt werden soll).

Ergianzungsarbeit

In der Mechanik besteht eine Dualitdt zwischen kinematischen GroBen (r , ¢ , & usw.) und
dynamischen Gréfen (F , M, o; usw.). In den Arbeitsausdriicken treten sie zusammen auf.
Hierfiir gibt es zwei Mdoglichkeiten.

Fiir die Leistung

L, :=F-u L, :=u-F°
und fiir die Arbeit
u1 " FI
A,;= | F.du A, := | u-dF
up F()

wobei die GroBen mit * den Zusatz "Ergédnzungs-" erhalten. Fiir die inneren Arbeiten hat man
analog

3 . 3
Li= 2 oydg Li = X ¢&do
ij=1 L,j=1
und
&1 3 . Gii1 3
4= ] 2. o dg; A4 =] X &j doy.
gjo =1 oo 1,j=1

Sind die Arbeiten wegunabhéngig, so gibt es elastische Energien

W(é‘]],é‘]z,... ,6‘33) W*(O'”, 071240y 0'33)
so dass

ow Ow*

a—gij = Oy o0, &ij -

Fiir die Federenergie kann man beispielsweise schreiben
w(e) = % E &’ w(o) =% o*/E
und fiir den Biege- und Zugstab

L L w2 M
— 1 12 "2 * — 1 y
/4 /2£ (EAu”+ELw")dx /4 /2£ (—EA+EIy)dx.

Im linear-elastischen Fall fallen A,»* und A4, sowie W und W zahlenméBig zusammen.



A. Bertram: Magdeburger Vorlesungen zur Technische Mechanik 2016 223

Man sollte sie jedoch in jedem Falle begrifflich unterscheiden, da die Arbeits- und Energie-
groBBen als Funktionen von kinematischen Groflen eingefiihrt werden, wéhrend die
ErgénzungsgroBen als Funktionen dynamischer Grof8en benutzt werden.

Duale Energieprinzipien der Elastostatik

Wir wollen annehmen, dass

1.) Gleichgewicht herrscht (statischer Fall)

2.) das Material linear-elastisch ist mit elastischer Energie W

3.) die Belastungen isotherm erfolgen (keine Temperaturdehnung)

4.) der Korper durch Einzelkrifte belastet wird, die ihre Richtung nicht dndern.
Dabei kann das System statisch bestimmt oder unbestimmt sein.

Wir betrachten zunichst eine Einzelkraft (F; , r;) vom Betrag |F1 | = F 7 und der
Richtung e; : =F;/F; , einem Einheitsvektor in Richtung der Kraft.

Wird nun die Kraft betragsméfig von (0 langsam (quasistatisch gemdl 1.) bis auf ihren
Endwert F; gesteigert, wobei ihre Richtung (gemédll 4.) konstant bleibt, so erfahren die
Korperpunkte eine Verschiebung, die wir wu;(r) nennen. Speziell verschiebe sich der
Angriffspunkt der Kraft r; um wu;; : = u;(r;) . Bei einer Steigerung der Kraft von 0 auf
ihren Endwert F; leistet sie die Arbeit

u, u, Uy
A]] = J. F1-dll11 = _[ Fl-eJ-dul-: _[ F1du11.
o 0 0
In die Arbeit geht wegen des Skalarproduktes nur die Verschiebungskomponente in Kraft-
richtung ein, die wir als die Verschiebung von r; im Sinne von F;

du” L= du;-e1 und uyp = uy-€;

bezeichnen. Wegen der Linearitét des Systems ist die Kraft zur Verschiebung proportional,
und deshalb

du” = yy dF[ und uyj = 0(11F1 .
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mit einem Proportionalititsfaktor o;; . Damit wird die Arbeit
upg Fy 5
A= [ Fr-dup = [ FropdEr = %Fr oy
0 0

Wegen 2) ist sie vom zeitlichen Verlauf der Kraftaufbringung unabhingig.

A

> >

Uji up

Halten wir nun diese Kraft F; konstant und bringen an einer anderen Stelle r, die Last F»
auf, so werden sich dabei beide Angriffspunkte r; und r, verschieben. Diese
Verschiebungen haben wiederum die Komponenten in der jeweiligen Lastrichtung u;, von
F; bzw. u, von F,. Wegen der Proportionalitit setzen wir an

up = ok
uy = oxn k.

Die Nachgiebigkeits-Faktoren o; werden Einflusszahlen genannt. Allgemein haben sie
folgende Bedeutung:

Def.: Die Einflusszahl o ist die Grofe der Verschiebung des Kraftangriffspunktes r; im
Sinne der Kraft F; (Richtung) infolge einer Einskraft F; = I an der Stelle r;.

Bei der Aufbringung von F, leistet sie die Arbeit
Aoy = Y Foun = % Fy oo

und F; (konstant) die Arbeit

U2

App = | Frdup = Frup = FrapnF;.
0

Die bisher geleistete Arbeit der beiden Krifte ist

Ay = A+ Ap+Ay = BFE oy + FrapFr + % FF as
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2
=1 z F,OLUF}
i,j=1

Es gilt fiir die partielle Ableitung der Arbeit

04 2 2
= Foy ot = ) oy Fp = ) uy =ou,
OF; =1 =1

also gleich der Gesamtverschiebung des ersten Angriffspunktes im Sinne von F; .
Hétte man erst F, aufgebracht und dann F/, so hitte man
Ao = B Fan + Faoy Fr + % Ff oy

leisten miissen. Da wegen des Superpositions-Prinzips die geleistete Arbeit aber wegunab-
hingig ist, muss

o2 = oy oder allgemein o = O

gelten. Damit gilt der

Vertauschungssatz von MAXWELL® und BETTI *

Unter den gemachten Annahmen bewirkt eine Kraft (F; , r;)) von der Grofe 1 eine
Verschiebung des Kraftangriffspunktes v; im Sinne einer Kraft (F;, r;) von derselben Grofie
wie umgekehrt.

Betrachten wir nun ein System von N Einzelkriaften {(F;,r;), ..., (Fy, ry)} . Dieses leistet
bei Aufbringung die Arbeit

N
Aa = Z F[(X.[J'F}',
i,j=1

so dass deren partielle Ableitung nach einem F;

aAa N N
= (Xj'F' = Ui = . U

die Gesamtverschiebung des Punktes r; im Sinne von F; infolge des gesamten Kraftsystems
ergibt. Nach dem Arbeitssatz mit K = ( (Statik) und A4; = W (Elastizitdt) ist

A, = W.

Léasst sich 4, als Funktion der F;, i=1, ..., N, darstellen, so muss dies auch fiir W gelten

w = W(eF;,..,Fy) (Forménderungsenergie)
und damit
u. = % = a_W
' OF  OF

* James Clerk Maxwell (1831 - 1879)
3% Enrico Betti (1823 - 1892)
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Dies ist der

2. Satz von CASTIGLIANO™’
Driickt man unter den gemachten Annahmen die Formdnderungsenergie durch die Kraft-

betrdge Fi, ..., Fx aus, so ist deren partielle Ableitung nach einem F; die Verschiebung
von deren Angriffspunkt im Sinne von F;
owI(F,,.. F
U = (1 N) fiir i = 1,..,N.
OF:

1

Zu einer komplementiren Energieaussage gelangt man, wenn man das Prinzip der virtuellen
Verriickungen fiir jeweils eine virtuelle Verriickung odu; aufschreibt

N N
514,1 = z F,~5u,-= 5W: z a_Waui:

i=1 i=1 OU;
wobei die Formédnderungsenergie als Funktion der Einzelverschiebungen u; ausgedriickt wird

W(u1, ceny MN) .

1. Satz von CASTIGLIANO
Unter den gemachten Voraussetzungen ergibt die partielle Ableitung der Formdnderungs-
energie nach der Verschiebung u; im Sinne einer Kraft ¥; deren Betrag F;

fiir i = 1,...,N.

Dieser Satz gilt tibrigens auch fiir nicht-lineare elastische Gesetze. Eine vollig analoge
Schlussweise kann man auf den Fall anwenden, dass neben Einzelkriften auch Einzel-
momente wirken. Ist M; eine solche und ¢; der Drehvektor, an dem sie Arbeit leistet im
Sinne von

dAd, = M; - do; = M; dg;
mit

M;:=|M| und de = dei- Mi/M;,
so gelten die CASTIGLIANOschen Beziehungen analog

o W v = W
oM, op;
Da
o°w
> = W
o0X;

fiir stabile Systeme positiv ist, hat die Formdidnderungenergie beziiglich der Reaktionskrdfte
ein Minimum (Satz von MENABREA™ 1857).

37 Carlo Alberto Pio Castigliano (1847 - 1884)
** Luigi Federigo Menabrea (1809 - 1896)
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Kraftgroflenverfahren

Den 1. Satz von CASTIGLIANO kann man dazu benutzen, um bei statisch bestimmten oder
unbestimmten Systemen Auflagerreaktionen zu bestimmen. Da diese neben den eingepriagten
Lasten ebenfalls duflere Lasten darstellen, muss ihre GroB3e X; so bestimmt werden, dass die
Verschiebung bzw. Verdrehung in ihrem Sinne Null ist, was nach dem 1. Satz von
CASTIGLIANO auf die Bestimmungsgleichung

Ll i=1,.,L
ox,

fiihrt mit
W(F[, ,FN,M[, ,MK, qis ... (]Q,Xj, ...,XL) .

Die Formalisierung dieses Verfahrens wird KraftgroBenverfahren genannt und soll im Fol-
genden skizziert werden. Wir betrachten ein N-fach statisch unbestimmtes Biegeproblem,
dass durch ein Lastsystem L, von Einzellasten und -momenten, Streckenlasten usw. belastet
ist.

1. Schritt;

Wir entfernen N Lagerbindungen und fiihren stattdessen N statisch Uberzihlige (Krifte und
Momente) X; , X, , ..., Xy am statisch bestimmten Hauptsystem ein. Wir bestimmen an
diesem System:

My(x) die Biegemomente infolge L,
Mi(x) die Biegemomente infolge der Einslast X;= /
Dann sind infolge des Superpositionsprinzips

X; M(x) die Biegemomente infolge der Last X;

N
Ms(x) : = My(x) + Z] X; Mi(x) die Biegemomente infolge aller Lasten
i=

2. Schritt:

Die Formidnderungsenergie des Systems (ohne Lingsdehnungs- und Schubanteile) ist

(M0+X1M1+...+XNMN)2d

1L M2

I
W(lLo. X)Xy, .. Xy) = Z
(Lo, X1, X2 W) 2, El 2

L
|
0

Da die Verschiebungen und Verdrehungen in den entfernten Lagern im Originalsystem
verschwinden miissen, gilt nach CASTIGLIANO 2

ow L(My +X; M;+.+Xy My)M,

0= | dx i=1.,N
X, 0 EI
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L . N L )
= I—MOM’ dx + Y IMkM’ dx X,
0 k=10

Die Elastizititsgleichungen bilden ein lineares inhomogenes Gleichungssystem zur
Bestimmung der statisch Uberzihligen X;

N . Ly, M.
> O Xi = — 0w mit Sy = Oy = I k Ldx.
k=1 o EI

3. Schritt:

Dessen Losungen X; sind die gesuchten Auflagerreaktionen. Eingesetzt in obige
Superpositionsgleichungen erhalten wir die gesuchten Schnittlasten.

Stoflvorgange

Treffen zwei bewegte Korper aufeinander, so konnen sehr unterschiedliche Ereignisse
eintreten, wie z. B.
e die beiden Korper prallen nach einer sehr kurzen Kontaktzeit von einander ab und
bewegen sich in unterschiedlichen Richtungen fort (Billardkugeln);
e ciner oder beide Korper verformen sich sehr stark und trennen sich danach wieder (Auto
gegen Auto) oder
e bleiben dauerhaft vereint (Schneeball gegen Kommilitonen),
wobei sie in den letzten beiden Fillen einen groflen Teil ihrer kinetischen Energie verlieren
konnen. Je nach Materialpaarung der StofBpartner hinterlassen StoBvorgdnge in manchen
Fillen fast keine Verdnderungen an den Korpern (elastischer Sto3), in anderen fiihren sie zu
kleinen oder grofen Deformationen (plastischer Stof3), bis hin zu Schidigungen oder
Briichen. Charakteristisch fiir StoBvorgénge ist grundsitzlich, dass die beteiligten Korper in
kurzen Zeitrdumen grof8e Bewegungsidnderungen (Impuls- und Drall-) erleiden, wofiir nach
den Bewegungsgleichungen kurzzeitig entsprechend groBe Krifte und Momente wirken
miissen, entweder in der Kontaktfliche zwischen den StoBpartnern, oder auch - als Reaktion
darauf - in Lagern (wie bei einer zuschlagende Tiir). Der Stolvorgang selbst kann auf3er-
ordentlich komplex sein. Gleit- und Haftreibungsprozesse in der Kontaktzone, grofle
inelastische, dissipative Deformationsprozesse in deren Umgebung, StoBwellen, bis hin zur
Zerstorung des Materials konnen auftreten. In einer elementaren Stofstheorie versucht man,
diese Vorginge lediglich in pauschaler Weise zu beeriicksichtigen, um das Grundproblem
der StoBmechanik zu 16sen:

In welchem Bewegungszustand werden die beiden Korper nach dem Stofl sein, wenn
derjenige vor dem Sto3 bekannt ist?

Um diese Aufgabe zu losen, werden wir einige vereinfachende Annahmen treffen miissen.
Annahme: Gegeniiber den StoBkridften konnen alle anderen Krifte des (kurzen) StoBzeit-
raumes vernachléssigt werden (wie z. B. Luftreibung, Eigengewicht).

Fir die Losung unserer Grundaufgabe stehen uns die Bewegungsgleichungen zur
Verfligung, die wir zweckméBigerweise liber das zeitliche StoBintervall [¢, , 7] auf-
integrieren, wie die Impulsbilanz fiir einen Korper
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—_—

p(0)" dt = p(t) —p(t.) = Ap
= [vu(te) = Vvu(ta)] m = [Ve— Vo] m

- | Fyde =: s

la

und die Drallbilanz

te
[ do(®)" dt = dy(t.) — do(ts) = dge—do, = Ady

t

te
= I My(t)dt =: Dy.
tU

Der Vektor S wird als Stof, D, als Drehstof3 bezeichnet. Dabei kann man die Drallbilanz
wahlweise auf einen raumfesten Punkt (z. B. Momentanpol) oder auf den Massenmittelpunkt
des Systems beziehen.

Wenden wir diese beiden Gesetze auf beide Stopartner an, so gelten
(Vie=Vig)m; = S dose —dora = Doy
(V2e—V2g) my = S doze— do2e = Do>.

Resultieren die StofSkraft und das durch sie induzierte StoBmoment aus der Kraft zwischen
den Korpern, so gilt das Reaktionsprinzip

S[Z—SQZIS

te
Doy =-Dpo= | roxF@)dt =: Dy.

la

Dies erhélt man iibrigens auch, wenn man die Impuls- und Drallbilanz auf den Gesamtkorper
m; plus m, anwendet. Setzen wir dies ein, so erhalten wir 4 vektorielle Gleichungen

(Vie—Vigym; = S dose—dprs = Dy
(Vo2e— V) my = =S dpze —dp2e = — Dy

fir die 6 Unbekannten v;., Vi, dgse, dose, S, Dy . Die kinematischen Grof3en vor dem Stof3
Via > V2a > do1a , do2, seien bekannt. Wir benétigen also noch 2 weitere vektorielle Aussagen.
Als erstes nehmen wir an, dass sich der beiden Korpern gemeinsame Angriffspunkt der
StoBkraft {F(¢), rg} wihrend der kurzen StoBzeit nicht wesentlich verschiebt. Dann ist

le le
D) = j l'oXF(t)dl:l’()Xj F(t)dtzroxS.

la la

Mit derselben Argumentation wird man erwarten konnen, dass sich die Richtung von F(¢)
wiahrend des Zeitintervalls nur unwesentlich dndert, also
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IN
~
IN

— = — fiir ty te

ndherungsweise gilt.

Handelt es sich um einen glatten oder reibungsfreien Stofl, d. h. wirken zwischen den
StoBpartnern nur Normalkrifte, aber keine (tangentialen) Reibungskrifte, so hat S die
Richtung der Stofinormalen n auf der Kontaktfldche

S
— = n
8]

n ist also die duBere Normale der Kontaktfliche beziiglich des 1. StoBpartners. Uber den
zeitlichen Verlauf von | F(¢) | wird man wenig aussagen konnen. Die Druckkraft wird von
Null wéhrend der ersten StoBphase, der Kompressionsphase, schnell anwachsen und in der
zweiten Phase, der Restitutionsphase, wieder auf Null absinken. Man nimmt an, dass die
eine Phase in die andere iibergeht, wenn die Kraft ihr Maximum erreicht hat und die beiden
Korper keine Relativgeschwindigkeit zueinander haben, sondern sich mit einer gemeinsamen
Geschwindigkeit v, bewegen. Wir berechnen damit die Betridge der Sto3e der beiden Phasen
als

SK = (Vg - V]an) mp; = (VZan - Vg) my

Sk = (Vien—Vg) m; = (Vg— Vaen) M

wobei a fir am Anfang steht, e fiir am Ende, n fiir Normalkomponente und / und 2 die
Korper nummeriert.

F| Kompres- , Restitutions-
sionsphase/_phase

Sk | Sr

ta le

Die letzte fehlende skalare Gleichung fiir das Stoproblem ergibt sich aus einer pauschalen
Annahme iiber das Verhéltnis der StoBgroBen, die von NEWTON gemacht wurde. Dazu fiihrt
man die Stofizahl ein als das Verhiltnis von Restitutionsstof3 zu Kompressionsstof3

Eine kleine Umrechnung zeigt, dass die Stozahl auch als das Verhéltnis der Relativ-
geschwindigkeiten der StoBpartner vor und nach dem Sto3 in Richtung der StoBnormalen
interpretiert werden kann:
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SR/m2+SR/mI — _v26n+vlen — (VZ@ — VI@) - n

Sg /my+Sg /m, Vian T Vaan (V]a _VZa) - n

NEWTON hatte an hingenden Kugeln beobachtet, dass die Kugeln in Abhingigkeit der
Materialpaarung nach dem Aufprall langsamer als vorher sind. Der (dimensionslose) Wert
von k liegt zwischen den idealen Grenzfillen der Elastizitdt mit £ = / und der Plastizitit
mit £ = 0. Empirische Werte sind etwa

Holz auf Holz k=05
Stahl auf Stahl k=08
Elfenbein auf Elfenbein k = 0,89
Glas auf Glas k= 095

Genauere Untersuchungen ergeben aber, dass die Stof3zahl nicht nur von den Materialien der
StoBpartner abhéngt, sondern auch von deren Form, Struktur, u. a. mehr.

Beispiel: Wir lassen einen Korper von einer Hohe H auf den Boden fallen und messen die
Riickprallhéhe % . Der Boden wird als starr angenommen, der Fall als frei, also ohne Luft-
reibung. Der Energiesatz ergibt

mgHZI/zvazm = va=\/(2gH).

Mit dem StoB3zahlansatz ist v, = kv, und der Energiesatz nach dem Stof3 liefert
mgh = 1/21/'62}11 = 1 kZVaZm =1 k22gHm

und somit &’ =/ /H als Bestimmungsgleichung der StoBzahl.

Man unterscheidet bei Sto3vorgiangen:

o gerader StoB}: die Geschwindigkeitsvektoren vor dem Sto v;, und v,, liegen auf der
Verbindungslinie der beiden Massenmittelpunkte M; und M,

Voa

gerader Stol3

e schiefer Stof}: sonst

e zentraler StoB}: die StoBnormale im Beriihrpunkt liegt auf der Verbindungslinie der beiden
Massenmittelpunkte

zentraler Stof}
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e exzentrischer Stof}: sonst

Betrachten wir zunidchst den zentralen Stofl. Handelt es sich auflerdem um einen glatten
Stof3, so erzeugt S = S n keinen Drehstof3 beziiglich M; und M, und es gilt fiir beide
StoBpartner Drallerhaltung:

dyre = duia
dyze = ds2a-
Aus der Impulsbilanz folgen
mi(Vie=Via)*n = 8§ = m; (Vien— Vian)

m; (V2e - VZa) ‘n = — S = m; (VZen - V2an) .
Deren Summe ist

mj (Vlen - V]an) + m; (V2en - VZan) = 0 .

Hierin kann mit dem Stof3zahl-Ansatz v,., eliminiert werden und der Rest aufgelost werden
nach

v,an(ml—k mz) + vZaan(] + k)

Vien

und

Vaan (Mo =k my) + vy my (1 + k)
V2en .
mZ + ml

Im elastischen Grenzfall (k = 1) ist

v]an(ml — mZ) + 2v2an m,

Vien =
m] + m2
_ Vien My + Vog, My + 1y (v2an B vlan)
m] + mz
% my, — m;)+2v;,, m
und Yoy — 2an (M2 1)+ 2Vian My

my + m;

Voan My + Viga My + my (V]an - VZan)

m2+m]

Im plastischen Grenzfall (k = 0) hingegen gilt

_ _ Vian My + Voan M2
Vien = V2en = 5
ml + mZ

d. h. beide Korper bewegen sich mit derselben Normalgeschwindigkeit weiter.
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In den tangentialen Richtungen (senkrecht auf n) hat S keine Komponente, und damit gilt
in dieser Richtung Impulserhaltung fiir beide Korper

Viee Mp = Via Mg = Viet = Viat
Voer My = Vgt M2 = Vet = Vat -

Die Tangentialgeschwindigkeiten sind vom glatten zentralen Stofl unbeeinflusst. Damit ist das
elementare Sto3problem fiir den glatten zentralen Stof3 gelost.

Berechnen wir nun die Differenz der translatorischen kinetischen Energie vor und nach dem
Stof3

AKtrans = Ktrans(te) - Ktrans(ta)
2 ) , 2 , 2
= Yviemp + vy my — V2 Vi mp — Y o, mp
_ 2 2 2 2
= % (Vie —=Vig)m; + (Vo — Va5 ) m;
_ 2 2 2 2 2 2 2 2
= 1 (Vien TViet =Vian —Viai )M + 72 Voen” + Vool = Voan™ — V2ai ) M2

und mit dem StoRzahl-Ansatz nach ldngerer Zwischenrechnung

— (-2 () < 0.
my +m2

Im elastischen Fall (k= ) tritt also kein Verlust der kinetischen Energie auf. Wihrend der
Kompressionsphase wird ein Teil der kinetischen Energie in Forménderungsenergie der
StoBpartner umgewandelt, in der Restitutionsphase aber vollstdndig in kinetische Energie
zuriickverwandelt.

Im plastischen Fall (k = 0) hingegen wird die Spannungsarbeit dissipiert und die kinetische
Energie wird maximal reduziert. Alle anderen Félle liegen wieder zwischen diesen beiden
Extremen.

Ist der zentrische Stof3 auerdem noch gerade, so sind die Tangential-Komponenten der
Geschwindigkeit vorher und damit auch hinterher Null

Viat = 0= Viet
Voar = 0= Vet -

Damit handelt es sich um ein 1-dimensionales Problem (in Richtung von n). Die beiden
Korper bewegen sich auf einer Geraden aufeinander zu und prallen auf derselben Geraden ab
(fiir £ > 0) oder bewegen sich gemeinsam weiter (fir £ = 0) .

Kommen wir nun zu dem komplizierteren Fall eines exzentrischen Stofles, der aber immer
noch glatt (reibungsfrei) sein soll. Es soll weiter der NEWTONsche Stof3zahlansatz gelten.
Im Gegensatz zum zentralen Sto3 miissen wir nun auch die Drallinderung mitberiick-
sichtigen. Wir wollen annehmen, dass sich beide Korper vor und nach dem Stofl wie starre
Korper verhalten. Dies kann wahrend des Stof3es allerdings nicht aufrechterhalten werden, da
sonst die Kontaktkrifte unendlich grof3 wiirden.
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Beispiel: ballistisches Pendel

ballistisches Pendel

exzentrischer Stof3

Betrachten wir einen Korper, der mit einer Geschwindigkeit vy, exzentrisch und normal
wie skizziert auf einen frei ruhenden Kdorper auftrifft. Dann sind

Vg = O und d,=o0.

Die Impulsbilanz liefert wieder fiir die Massenmittelpunkts-Geschwindigkeiten
mi(Vae— Via) = S
mz(Vae —0) = —S

und damit fiir die Geschwindigkeitsbetridge in Normalenrichtung

= mI(VMIe_VMIa) =S
= mz Vise = -S
) = my Ve = M1 (Vija — Vage)

und die Drallbilanz beziiglich des Massenmittelpunktes M, von m;
d — 0 =rx(-98)
2 = Oviy e = —a S = amy Ve

Der zweite Korper wird nach dem Stof3 als starr betrachtet und fiihrt eine Drehung aus um den
Momentanpol Mp . Seine Entfernung von M, sei b, die sich aus der Geschwindigkeit vy,

von M, nach der EULERschen Geschwindigkeitsformel berechnet zu

VM2€

3) b=

0)26

Zusammen mit (2) ergibt dies

(4) (9M2/a = bmy.
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Die Geschwindigkeit des StoBBpunktes ist anndhernd
(5) V23e = (a + b) e .

Zur Bestimmung der Unbekannten v,, oder . benutzen wir den StoBzahlansatz fiir die
Normalkomponenten der Geschwindigkeiten des Stopunktes

vZe - VMe
o= 2o M
(6) -

Damit ergeben sich

b o
—) _3® _0 _ M,
mip\VMia — VMie) = M2 Vifre = mba)e_ m Voe = —M2__
e o . T(a+p)” a(a+b) ’
o
(0 "My, kv
a(a+b) ey Mja)
m _ki
! a (a+b)
= VMie = 2 VMIa
M,
m,+—— 2
" (a+b)
und mit (3) W = avj_eb =5 %
ml_k%
— YMia k+ a (a+b) _ (]+k) m,; Vs la
a+b m1+% m1+% a+b
a (a+b) a (a+b)

Da der 2. Korper nach dem StoB3 eine Drehung um den StoBmittelpunkt Mp macht, hitte
man ithn in Mp authdngen konnen, ohne dass es im Lager zu einem Reaktionsstof3
gekommen wire. Er hitte dann eine Pendelschwingung um Mp ausgefiihrt (ballistisches
Pendel). Die max. Pendelhohe / ergibt sich aus der Energiebilanz als

% HM,, 0)2e2 =% (9M2+b2 mz) 0)2e2 = mggh.

Sie kann benutzt werden, um die Geschwindigkeit des Geschosses zu bestimmen.
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Schwingungslehre

Als Schwingungen werden zeitliche Vorginge bezeichnet, die (mehr oder weniger)
regelméBig oder periodisch sind. In der mechanischen Schwingungslehre werden periodische
Vorgéinge mechanischer Grofen betrachtet. Sie stellt damit ein Teilgebiet der Kinetik dar.

Als periodisch wird eine zeitabhingige GroBe u(f) bezeichnet, wenn eine Zeitdauer 7T
existiert, so dass zu allen Zeiten ¢

u(®) = u+17)
gilt. Man nennt
T Periode [s]
f= % Frequenz [Hertz Hz : = 1/s]
w=2rf= 27” Kreisfrequenz [ Hz]
A ="/ (tpmax — timin) Amplitude

Es gibt viele Arten, Schwingungen zu klassifizieren. Lenken wir ein System aus und lassen
es frei schwingen, so handelt es sich um freie oder Eigenschwingungen. Wird das System
hingegen noch wihrend der Schwingung angeregt, so nennt man sie erregt. Bewegt sich das
System reibungsfrei (elastisch), so ist es ungedimpft, andernfalls gedimpft. AuBBerdem
unterscheidet man nach der Anzahl der Freiheitsgrade des System den N-Massenschwinger
und die Kontinuumsschwingungen mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Wir werden uns
zunichst mit freien Schwingungen beschiftigen.

Freie lineare ungedampfte Einmassen-Schwingung

(ohne Bertiicksichtigung des Gewichts und Dampfung)
Es gilt zu allen Zeiten der Energieerhaltungssatz

K+ W'=0=mu"u +cuu
= mu' +cu=20 m

oder u

W+ 0’u=0

: . . [c
mit der Eigenkreisfrequenz o= ,—,
m

die unabhéngig von der Amplitude ist.

Dies ist eine lineare gewohnliche homogene Differenzialgleichung 2. Ordnung in der Zeit.
Uber den Losungsvorrat derartiger Dgl. gibt uns die Mathematik genaue Auskunft. Sie
werden ndmlich durch Linearkombinationen von 2 unabhédngigen Losungen gebildet, einem
Fundamentalsystem. Der Losungsansatz ist
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u(t) = e
u(t) = e
u(®)” = et
Setzen wir dies in die Dgl. ein, so ergibt sich die Eigenwertgleichung
X+ 0’) =0,
was zu allen Zeiten nur dann erfiillt ist, wenn
P=—0w = Ay = £ -0’ =tiw
mit der imaginidren Einheit i = J-1.

Die vollstindige Losung ist dann die harmonische Schwingung

u(t) e e+1a)t + G efza)t

Zur Bestimmung von C; und C, bendtigt man 2 zusétzliche Bedingungen, z. B. die
Anfangsbedingungen

u(t=0) =u=C; + (C
u(t=0)' =vw=iw(C, — ()

mit den konjugiert komplexen Losungen

C = ]/g(u() + V—()) = ]/2(140 - lv—o)
L@ w

Co="(up — 20 )="V(u + i 20).
|1 X7 w

Damit ist das Anfangswert-Problem geldst.

Zu anderen Darstellungen der Losung gelangt man mit der EULERschen Formel

tiof cos(wt) * isin(wt).

Damit kénnen wir umformen

ut) = (C;+Cy)) cos(wit)+ (C;—Cy)isin(wt)

u(t) = A;cos(wt) + A;sin(wt)

mit den reellen Koeffizienten

A = C; + C, = uy

AgZ:(Cj—Cz)i:v—o.
w
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Die harmonische Schwingung kann gedeutet werden als Projektion einer Kreisbewegung mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit. Da 4; und A4, reelle Konstanten sein sollen, miissen C;
und C, grundsitzlich konjugiert komplex sein.

Eine weitere Darstellungsform der vollstdndigen Losung folgt aus dem trigonometrischen
Additionstheorem

cos(wt+ @y) = cos(wt) cos(py) — sin(wt) sin(@p)
als u(t) = Acos(wt+ @) = Asin(ot+ @+ 7/2)

= A cos(@1) cos(g) — A sin(@1) sin(¢pp)

mit A; = A cos(g) = up

A3 -4 sin((pg) = V_O
@

7l N

ol =2rx

A
\ 4

Diese Gleichungen kénnen nach der Amplitude und dem Nullphasenwinkel aufgelost werden

A = N4+ 457 = Vui + V—OQZ) Amplitude
10
tan @y = — j—j = - (:—ZO = @y = —arc tan j—j Nullphasenwinkel.
Die beiden Energieformen sind
- die kinetischen Energie K=vmdA &’ Sinz(a) t+ @) = Ky = %m A’ &’
- die Federenergie W = Y%cd’ cosz(a)t+ M) = W= % c A

Nach dem Energiesatz ist fiir unser konservatives Schwingungssystem die Summe aus
kinetischer und elastischer Energie konstant
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- Gesamtenergie = %A [m & sin*(wt+ @) + ¢ cos’(wt+ )]

= A’ c[sin‘(@t+ @) + cos’(@t+ )] = b A° ¢ = Kpax = Wyas
u
A!RB

Kmax
| % %\ y
0

Tttt o

27r

Beriicksichtigung des Eigengewichts
In der statischen Ruhelage u,, sind Gewicht und Federkraft im Gleichgewicht

mg = Cug.

Der Energieerhaltungssatz besagt
K+WwW+U)" =0=C"rmu”+ Ve — mgu)
=muu” +cuu —mgu

= mu” +cu=mg=cuy = mu  +cu-—uy) =0

Mit der KOO-Transformation

u(t) 1= u(t) — ugy

(1] . C
u +a)2g=0 m1tw=1/—= é.
m ust

Man kann also durch Messung der statischen Auslenkung bereits die Eigenfrequenz
bestimmen. Die Beriicksichtigung des Eigengewichts dndert an der Schwingung lediglich die
Mittellage um u, . Wir werden uns im Weiteren deshalb immer auf die statische Ruhelage
beziehen.

gilt wieder
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Lineare gedampfte Schwingungen

Reale Schwingungsvorginge sind immer geddmpft, weil wihrend der Bewegung Energie
dissipiert wird infolge Lagerreibung, Luftreibung, Materialdampfung usw. Wir unterscheiden
zwischen (Geschwindigkeits-unabhingiger) Trockenreibung und (Geschwindigkeits-
abhéngiger) viskoser Reibung.

Trockenreibung

Wir betrachten einen Schwinger, der auf einer Ebene reibt. Wir benutzen das
COULOMBsche Trockenreibungs-Gesetz mit dem Gleitreibungs-Koeffizienten x4 . Die
Reibungskraft ist dann

R =uN=pumg
und wirkt immer der Geschwindigkeit entgegen. Damit erhalten wir die Dgl.
mu" = —cu —sign(u’) R
oder mitmit @’:= ¢/m und r:=R/c
u™ + o’ u = —sign’) o’ r.
Wie 16sen dieses System abschnittsweise und flihren jedes mal eine neue Zeit ein.
1. Abschnitt u"<0
Hier gilt ut + 0lu=+ao’r
Ansatz: u(ty) = up(t;) +uy(t;) = A;cos(wt;) + B sin(wty) +r
Als Anfangsbedingung betrachten wir die Anfangsauslenkung
uit;=0) = A;+r = up >0 = A = ug —r
u(t;=0)" = wB; = 0 = B, =0
und damit die spezielle Losung
u(t;) = (up —r)cos(wt))+r

eine um 7 verschobene harmonische Schwingung. Dies gilt bis zum Umkehrzeitpunkt

t=7n/w.
Hier ist uti=n/w) = —ug +2r
und u'(t;=r/w) =0.

Zu diesem Zeitpunkt dndert sich das Vorzeichen von " und es beginnt der

2. Abschnitt u"> 0

Jetzt gilt ut t+ 0’u=—-w’r
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Ansatz: u(tz) = up(tz:) +up(ts) = Az cos(wtz) + By sin(wty) —r

Aus den Ubergangsbedingungen folgt
wt,=0) = u(ti=rn/w) = —uy +2r = A,—r = A = —up+3r
u(t,=0) = u'(ti=n/w) = 0 = B, = B, =0

und damit die spezielle Losung
u(t) = (—up+3r)cos(wt))—r

eine um — r verschobene harmonische Schwingung mit kleinerer Amplitude; usw.

Die Frequenz ist gleich derjenigen des reibungsfreien Systems. Die Amplitude nimmt bei
jeder Halbschwingung um 27 ab. Ist die Verschiebung am Umkehrpunkt

u(tn=0) <r = [F|=ultn=0)|c <rc=R,

so bleibt die Masse liegen.

Viskose Reibung

Die einfachste Art Geschwindigkeits-abhéingige Reibung zu beriicksichtigen besteht in dem
Ansatz einer Geschwindigkeits-proportionalen Ddmpfungskraft

. L]
F;=—-ru r>0,

die immer der Bewegung entgegenwirkt. Ein solcher Ddmpfungsmechanismus wird durch
einen Dampfer symbolisiert.

Fir das skizzierte System ergibt sich die lineare homogene Differenzialgleichung 2.
Ordnung in der Zeit

mu” +ru +cu=0.
Sie wird umgeformt in

U + 200Du’ + wfu =10

mit den Konstanten
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Wy = 1/£ Eigenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems
m
D = " >y LEHR?*’sches DampfungsmaB.
2m wy

Wir wihlen wieder den Losungsansatz
u(t) = M

und erhalten die Eigenwertgleichung

P+2Dwg A+ w) =0

mit den beiden Losungen

/11,2 = —a)()D T y DZ—].

Dabei héngt der Charakter der Losung davon ab, ob es sich um reelle oder komplexe
Eigenwerte handelt.

Fallunterscheidung
a) starke Dimpfung: D > |
Wegen VD? -1 > 0 sind A;2 reell. Damit ist die allgemeine Losung
Ll(t) _ C[ eﬂlt i C2 e/'tzt _ e,wﬂDt (CI ew‘“,Dz—” 4 C2 e—a)O«/DZ_[t).
Die beiden Konstanten werden aus Anfangsbedingungen bestimmt. Es handelt sich um keine

Schwingung, sondern um eine Kriechbewegung, die gegen die statische Ruhelage
konvergiert. Dabei sind maximal ein Extremum und ein Nulldurchgang moglich.

stark gedampfte Schwingung

¥ Ernst Lehr (1896 - 1944)
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b) "aperiodischer Grenzfall": D = |
= /11,2 = —ay

Aus der Theorie der Differenzialgleichungen ist folgender Satz bekannt: Wenn A; die k-fache
Wurzel der charakteristischen Gleichung ist, dann sind

texlt, ;2 eiz’ ,tk—l M
auch Losungen. In unserem Fall ist k=2 und damit die allgemeine Losung
_ At At _ ot
ult) = Cie + Crte = e (N EY))

und u(@®® = e ' [~ w,C; + (I1-wyt) Cy].

Mit den Anfangsbedingungen

u(0) = Uy = C]
u(o).:VOZ*CUoCJ‘*‘CQ = Cr = vo+ @wpuy
folgt u®) = ¢ P uy + (wouy + vo) 1] .

Es ist also maximal ein Nulldurchgang moglich, wenn der Klammerausdruck [...] = 0 fiir
eine positive Zeit ¢, ist. Nach der Zeit aufgelost ergibt sich
—Up _ -1

ty = = .
Wl + Vo Wy + Vo /MO

Dies ist nur dann positiv, wenn der Nenner negativ ist oder

v
_0 <7a)0

Ug
ist.
c) schwache Dimpfung: D < |/

Dies ist schwingungstechnisch der wichtigste Fall. Hier wird VD’ -1 imaginér. Die
Losungen der charakteristischen Gleichung sind

ﬂ,])g = *a)oDi [OoF) \/DZ—] =-J0tiw

mit den Konstanten

w:=wyNI-D° < ay Eigenfrequenz des geddmpften Systems

o0:=wyD=— >0 Abklingkoeffizient
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Die allgemeine Losung ist
u(t) = e ' (Cre" '+ Cre ')
= ¢ °'[4; cos(w i) + A;sin(w1)]
= e % Acos(wt + @)

mit den Konstanten C;, C>, A;, A2, A, ¢y, die aus den Anfangsbedingungen bestimmt
werden. Die Schwingung pendelt quasi-harmonisch mit cos(w t + @p) zwischen + A4 e°".
Die Periode ist

27

T =22
w

2

also etwas langer als im ungedampften Fall, da die gedampfte Eigenfrequenz etwas kleiner als
die ungedédmpfte ist.

Das Verhéltnis zweier aufeinander folgender Maxima ist konstant

-0t
n _ e — e5T
- e—5(t+T) :

u

Upyg
Dessen Logarithmus heil3t logarithmisches Dekrement

9 =In . = s7="1%

Uyl m

Man kann es zur Identifikation von » benutzen.

Wir haben uns bisher mit der freien Schwingung eines linearen Systems befasst. Dabei gerét
das System infolge einer Anfangsstdorung (-auslenkung, -geschwindigkeit) in eine
Schwingung, die

- im elastischen (also ungeddmpften) Fall harmonisch ist und ewig dauert;

- im geddmpften Fall nicht mehr (streng) harmonisch ist und mit der Zeit abklingt.

Erzwungene Schwingungen

In vielen praktischen Fillen gibt es Fremdeinwirkungen auf das System wihrend des
Schwingvorganges. Man spricht in diesem Fall von einer erzwungenen oder (fremd-) erregten
Schwingung und unterscheidet beziiglich der Art der Erregung

e Krafterregung

e Wegerregung

e 0.a.

sowie nach dem zeitlichen Verlauf der Erregergrof3e
e periodische, speziell

e harmonische

e stofartige
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e regellose, zufillige
Erregungen.

Erzwungene Schwingung mit Krafterregung

An dem geddmpften oder ungeddmpften Einmassenschwinger greife eine Erregerkraft F(¢)
an, deren zeitlicher Verlauf vorgegeben sei. Damit erhalten wir die Schwingungs-
Differenzialgleichung

mu” +ru’ + cu= F@),

die fiir F(f) # 0 inhomogen ist. Die allgemeine Losung dieser Dgl. u(f) setzt sich additiv
aus einer homogenen Losung u,(f) und einer partikuliren Losung u,(f) zusammen

u(t) = up(t) + uy(t) .
Die homogene Losung befriedigt die homogene Dgl.

muy” + ru, + cu, = 0

und die partikuldre Losung die inhomogene Dgl. Wegen der Linearitdt der Dgl. konnen beide
Teillésungen superponiert werden.

Mit der homogenen Losung haben wir uns bereits im vorigen Abschnitt beschéftigt. Die
partikuldre Losung hdngt naturgemil entscheidend von dem zeitlichen Verlauf der Storkraft
F(f) ab. Den zeitlich konstanten Fall haben wir bereits bei der Beriicksichtigung des
Eigengewichts des Schwingers behandelt. Betrachten wir den Fall einer harmonischen
Erregerkraft mit der Darstellung

F(t) = Fcos(21)
mit F der Erregerkraft-Amplitude

0 der Erregerkreisfrequenz.

Wir formen die Dgl. um zu

W+ 2D wou’ +wilu = wf up cos(£21)

mit Wy = < Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems
m

D := . LEHRsches Dampfungsmal3
2m a)()
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. I3 .
Up 1= — bezogene Erregerkraft-Amplitude
c
n:= 2 Abstimmung
@y

Wir unterscheiden nun wieder den geddmpften und den ungedampften Fall.
a) ungediampfter Fall D=0=r

Die homogene Losung ist dieselbe, wie bereits betrachtet. Fiir die partikulédre Losung machen
wir den Ansatz

u(t) = u cos(02t),
so dass

u()° = — 27 uy(1) .
Eingesetzt in die Dgl. ergibt sich

2° +wd) i = of iy
und damit die Vergroflerungsfunktion

V) u a)oz 1

Sie hat an der Resonanzstelle 7=/ einen Pol mit Vorzeichenwechsel.

Va
1
> 77
unter-
kri- Uberkritisch
tisch
Vergrofierungsfunktion

Folgende Bereiche lassen sich unterscheiden:

n<1I1 unterkritische Erregung 7 > 0
hochabgestimmter Schwinger schwingt gleichphasig mit der Erregung
n>1 iiberkritische Erregung V' < 0

tiefabgestimmter Schwinger schwingt gegenphasig zur Erregung.
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n=1 Resonanz @y = 2 = V =1+

Wird diese Stelle von kleineren Abstimmungen zu hoheren durchlaufen, wichst die
Amplitude (theoretisch) beliebig an. Beim Durchlaufen des Resonanzpunktes springt die
Phase von gleich auf gegenphasig. Bei ldngerer Verweildauer im Resonanzpunkt wird der
stationdre Ansatz bedeutungslos. Hier gilt der Ansatz

u(t) = tpAtsin(2t)

u, (1) = UpAsin(Qo)+ upA Q tcos(£21)

u,"(t) = 2 Gip A Q2 cos(21) — lipA Q7 tsin(Q1).
Er wird in die Dgl. mit 2= o, eingesetzt

u,” + oF u, = oF Up cos(£21)

= 210pA Q cos(1t)— iip A Q27 t sin(Q1) + lip 27 A t sin(Q21)

Q7% g cos(Qf) = A=02/2 = ut) = % iip 2t sin(Q1)

also eine linear angefachte Sinus-Schwingung.

b) gedampfter Fall

Die homogene Losung wie vorher. Fiir die partikuldre Losung machen wir den Ansatz
u)t) = u cos(R2t+ ¢y4) .

In die Dgl. eingesetzt, ergibt sich schlielich
(@i — 27) cos(Q2t+ @q) — 2D wy 2 sin(2t + @4)]

= g iy cos(Q 1)
nach den Additionsregeln der Trigonometrie
cos(Q2t+ @) = cos(£21) cos 4 — sin(£2t) sin @y

sin(Q2t + @q) = sin(€2t) cos 4 + cos(L21) sin 4
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und nach Division durch 0)02

{[(I-1")cos 4 — 2D nsin @] i — fip} cos(21)
+ [ (I = ) sin @1 — 2D 1ncos @] G sin(Q21f) = 0.

Da dies fiir alle ¢ gelten soll, miissen die Koeffizienten-Klammern Null sein. Aus [...] = 0
folgt der Phasen-Frequenzgang

] 2D
tan @4 = ALY Z
cosQpy I-n
und aus {...} = 0
. 1 1 .
u = i = Voup.

(1—772)—2D77tan(pA COS Py

2
= Sgn(]—nz)xllﬁttanz(oA = sgn(1-717) ]+{2D77)

cos g, -7

\/(1 — 772 )2 + (2D77)2

1—772

ergibt sich fiir die Vergroferungsfunktion der Amplituden-Frequenzgang

M) =

1
Ji=r) + eony”

Wir wollen drei Sonderfille getrennt betrachten.

1. Fall Q=w < n=1 ungeddampfter Resonanzfall
Erregerfrequenz = Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems

Die VergroBerungsfunktion wird

1 may \mc
W) = — = = .
2D r r

2. Fall maximale Vergroferung

Das Maximum erreicht die VergroBerungsfunktion an der Stelle 7., das sich bestimmt aus der
Bedingung



also bei

und damit
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2 2
14 -21-n7)2n.+8D" n
o0 =_uy ( r) r r

dn [(1—77,2)2+(2D 77,)2}3/2 ;

n’—1+2D"=0

n = I - 2D° .

Dies ist reell fir D’ < % . Die VergroBerungsfunktion hat hier den maximalen Wert

3. Fall

Wn) =[4D" + 4D’ (1 — 2D)]” = 2D NI-D* ).

0 =ow= a)O\/I—DZ

Erregerfrequenz gleich Eigenfrequenz des geddmpften Systems

w20y

Es gilt die Reihenfolge

< na < 1.

249

Ist F(¢) eine Reihe harmonischer Erregungen, so wirken insbesondere die resonanznahen
Reihenglieder (Filterwirkung).

Betrachten wir den Verlauf des Phasenwinkels und der Vergroferungsfunktion als Funktion
der Abstimmung fiir verschiedene Dampfungen.

0
— — D=0
20k N o, =D = 0.1
RN \.\ --= =2
a0k \‘ .‘- wesnnne [} = ()4
——D = 0.7071
60
— -80f
S 100t
-120f
Ao RS T,
S
-160 S TS

-180 : : : - : :
0 0.5 [ 1.5 2 25 3

Darstellung des Phasenwinkels ¢4 iiber der Abstimmung 7
fiir verschiedene Dampfungen
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— ]} =)
----- D=101
-==D=102
WD =04
— ) = ().T071
L J
2.5 3

Darstellung der Vergroferungsfunktion V iiber der Abstimmung 7
fiir verschiedene Dampfungen

Freie Schwingungen des ungedimpften 2-Massen-Schwingers

Cl my c2 m;

W\:}\/VV\L'—_I_W

Wir betrachten die Verschiebungen aus der statischen Ruhelage heraus. Der Massen-
mittelpunkt-Satz fiir beide Massen ist

miu” = —ciu; + co(ur—u) & miu;™ +(c;te)u; — couy = 0
myuy” = ¢y (u;—uy) = mou""— cou; + couy = 0

Dies sind zwei gekoppelte lineare homogene Dgl. zweiter Ordnung.

Als Ansatz wihlen wir

ut) = A4, " = ul)™ = A ue)

uxt) = A e = w()™ = A use).
Eingesetzt in die Dgl. ergibt er die Eigenwertgleichungen
Amidi+(c;+e)A — 4, = 0 = (P my +c;+c)Ar — 245
Amrds — A+ 24, =0 = —crAd;+ (X mo+e)A;
oder in Matrizen-Schreibweise
[ M+Cl[4;, 42 = [0, 0]

mit zwei symmetrischen und positiv-definiten Matrizen
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m 0 c;te, -c
M = ! und € =| 172 2.
0 my -CH )
Dieses homogene gekoppelte lineare Gleichungssystem hat nur nicht-triviale Losungen, wenn
die Koeffizienten-Determinante Null ist, was auf die charakteristische Gleichung fiihrt
(/12m1 +C] +cz)(/12m2+02) — C2Cy = 0
= 244 mj; m; + 12 (m;cz + m)cCj + m202) + C;Cr = 0.
Dies ist eine quadratische Gleichung in A° von der Standard-Form
A+aX+b=0 mit a,b>0

mit den beiden Losungen

APlo=—a/2+\d?/4-b <0.

Jede der beiden EW-Gleichungen liefert fiir das Amplituden-Verhéltnis fiir /11-2 firi=1 2

2
Ay ATmpteite, )
Hi @ = 1 = )
li ¢ Aimy+c;
. 2 . 2 _ 2 _ .
Mit A1 =1 —wg2 = 11’2 =t \J-wj, =Fiw

erhalten wir die vollstdndige Losung mittels der EULERschen Formeln
u)(t)y = Bjcos(w; t) + By sin(w; t) + B; cos(w; t) + B sin(w; t)
ux)t) = w; [B; cos(w; t) + By sin(w; )] + w2 [B cos(w, t) + B sin(w; t)]
mit vier Konstanten, die aus Anfangsbedingungen bestimmt werden miissen.
Betrachten wir den Spezialfall gleicher Massen und gleicher Federkonstanten
m;=m;=m cr=c=c,
dann ist die charakteristische Gleichung
APmr+ 2 Cmey+d =0

mit den Losungen

2 2 0,38
PRI %_c_z — L Sk = -
2m 4dm m 2m m 2,62

0, = ,]0,38== 0,618 \E w; = ,[2,62= = 1,62 \/E
m m m m

und damit
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A 2
o= Lo AmrI 5 38— 162
A
11 ¢
4, 2
b= 2o Amr 5 56— 062
A
12 ¢
C m C m
1. Eigenform — 1 — 1,62 gleichphasig
2. Eigenform — 1 -0,62 gegenphasig
Saitenschwingungen

Wir betrachten eine zwischen zwei Punkten flachgespannte Saite mit der Spannkraft S und
der Saitenmasse pro Lange . Die Auslenkung aus der Geraden sei klein, so dass wir bei der
Massenbelegung nicht zwischen der Bogenldnge und der Projektion in x—Richtung unter-
scheiden miissen. Die Impulsbilanz liefert

vertikal: V-0 = p | w*dx = V)= pwx, )"
0

horizontal: H(x) - H(0) = ,ujf u” dx = HX)' = pu(x, ™.
0

Wenn wir die Léangsverschiebungen vernachldssigen, folgt hieraus die Konstanz der
Horizontalkraft, die gleich der Spannkraft S ist. Zwischen den beiden Kraftanteilen besteht
bei kleinen Auslenkungen der geometrische Zusammenhang

V/H = w' = V=Hw = V'=Hw" = Sw"' =

wt = w mit ¢ :=S/u

Dieselbe Dgl. erhilt man auch fiir die Torsions- und die Longitudinalschwingungen von Sté-
ben. Sie wird als Wellengleichung bezeichnet.

1) Losung nach D'ALEMBERT (Charakteristiken) mit zwei Ansatzfunktionen der Phase
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wx,t) = wilx—ct)+wix+ct)

= wix,0) = —cw'(x—chH+cw)'(x+ci)

2

= W, = Cwh—chH+Ew (xteld) = Ew

Dies erfiillt die Dgl. fir ¢ = S/u . Die beiden Funktionen werden aus den Anfangs-
bedingungen bestimmt:

w(x, 0) = wi(x) + wa(x)
w'(x,0) = c[-w"(x)+w(Xx)].

Die Losung stellt eine Uberlagerung von zwei entgegenlaufenden Wellen dar, deren
Geschwindigkeit ¢ der Schallgeschwindigkeit im entsprechenden Medium entspricht.

2) Losung nach BERNOULLI

Wir machen hierfiir einen Produktansatz nach BERNOULLI* mit einer Orts- und einer Zeit-
funktion

wix, 1) = X(x) T(2) .
Damit folgt
X&) T = & Xx)'" 1)
oder
X"/ X(x) = TO™/T() = - mit ¢’ :=S/u,

weil eine reine Zeitfunktion nur gleich einer reinen Ortsfunktion sein kann, wenn sie beide
konstant sind. Wir erhalten die beiden entkoppelten gewohnlichen Dgls.

0™ + &’ T(t) = 0
2

X"+ LX) = 0.
C

Dafiir machen wir folgende Ansitze

1(t) = A cos(wt)+ B sin(wt)
Xx) =C cos(gx) +D sin(ﬁx).
c c

Die Konstanten bestimmen wir aus den Randbedingungen.

links: w0, =0= X0 =0 = C=0
rechts: wlL,f) = 0= XL) =0 = Dsin(2L)
C

Daraus ergeben sich

“ Daniel Bernoulli (1700 - 1782)
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als Eigenkreisfrequenzen der Saite. Die Gesamtlosung ist dann die Linearkombinationen der
Eigenformen nach Umbenennung der Konstanten

w(x,t) = i [Ar cos(wy t) + By sin(wy t)] sin(k% X)
k=1

wobei die Konstanten 4; und Bj; aus Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Die Saite
schwingt also als Uberlagerung von unendlich-vielen Eigenformen. Zu jeder Eigenform
gehort eine Eigenfrequenz. Erhoht man S, so werden alle Eigenfrequenzen hoher.

N

Freie Biegeschwingung

Wir wollen die Biegeschwingungen eines frei schwingenden geraden und prismatischen
Stabes berechnen. Dazu wenden wir mit

e keine Leistung der duleren Lasten L, = 0

L L
o clastische Energiec W = % I ELw"’ dx = we = .[ ELw" w"*dx
0 0

L L

e kinetische Energie K = % J wdm = I w?pddx =K = I pAW wdx
v 0 0

unter Vernachldssigung der rotatorischen Anteile den Energie-Erhaltungssatz an

W'+ K =0=

S~

L
ELw" w" dx + I PAW W dx.
0

Das erste Integral integrieren wir zweimal partiell

L L
we = J- ELw"w' dx = ELLw" w'® Lo J. EL w"w' " dx
0 0
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L

=ELw'w " | —ELw"w

L

L+ J. ELw"" w dx.
0

Damit wird aus dem Energieerhaltungssatz

0=ELw'w"|§ - ELw"w

L L
L +I Elyw""w'derJ. PAW W dx.
0 0

Die Randterme sind fiir alle Lagerbedingungen Null, weil

e entweder M = EL,w" =0 oder w'=0

e entweder Q =EL,w'"" =0 oder w=10

sind. Die verbleibende Gleichung wird dadurch erfiillt, dass
ELw"™ +pAw"* =0

oder

. ) Ely
wo+ Cw' =0 mit C := ——
pA

ist. Wir machen hierfiir einen Produktansatz nach BERNOULLI
w(x, ) = X(x) 1(z) .

Damit folgt
CXX)"" T() +X(x) (O™ = 0

oder
CXx)"™ /X(x) = —TO™/T() =: o,

weil eine reine Zeitfunktion nur gleich einer reinen Ortsfunktion sein kann, wenn sie beide
konstant sind. Wir erhalten die beiden entkoppelten Dgls.

0™ + o’ T(0) = 0

2
X@)"™ — A Xx) =0 mit 24 ;= %

Dafiir machen wir folgende Ansétze mit sinhx: =% (e*—e ) und coshx:=%(e* +e )
1(t) = Bjcos(wt)+ B sin(w t)
X(x) = A4; cos(Ax)+ A, sin(Ax)+ Az cosh(A x) + A4 sinh(A x)

= Xx)" = — A 4; cos(Ax)— 22 Ay sin(Ax) + 2> As cosh(A x) + 1> A4 sinh(A x)

Die Konstanten bestimmen wir aus den Randbedingungen fiir den Balken auf zwei Stiitzen:
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links: w0)= 0 = X(0) = A;+A4; =0

w0)'= 0= XO0)" = —A;+4; =0

N A= A;5=0
rechts: wll)=0 = X(L) =  Assin(AL)+Aysinh(AL)= 0

wl)"' =0 = X(L)" =  — Asysin(AL)+ Ay sinh(AL)= 0
= A;=0 und sin(AL)= 0 = AL=kx k=12,..

A

kr k) |EI
= Ar = — und @i = (—j — sinh
L L pA

Damit ist die Losung nach Umbennennung der Konstanten

v

w(x,t) = i [Ak cos(wy t) + By sin(wy t)] sin(kTﬂ X)
k=1

wobei die Konstanten 4, und Bj aus Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Dies ist eine
Uberlagerung von unendlich vielen sinus-férmigen Eigenformen.
Das Schwingungsproblem des Kragtrigers fiihrt auf die transzendente Gleichung

cosh A cos A = —I,

die sich nur ndherungsweise 16sen lasst.

Fiir einen Kontinuumsschwinger gibt es abzdhlbar-unendlich viele Eigenfrequenzen mit
zugehorigen Eigenformen. Regt man das System mit einer Eigenfrequenz an, so schwingt es
in Resonanz mit genau dieser zugehorigen Eigenform. Regt man es dagegen nicht mit einer
Eigenfrequenz an, so schwingt es in einer Kombination von Eigenschwingungen.
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RITZ-RAYLEIGH-Quotient

Er dient zur ndherungsweisen Bestimmung der Eigenfrequenzen bei Kontinuums-
schwingungen wie z. B. der Transversalschwingung von Balken. Schwingt dieser ndmlich mit
einer bestimmten Eigenfrequenz @ , so gilt bei geeigneten Anfangsbedingungen

w(x, t) = sin(o t) X(x) .
Aus dem Energieerhaltungssatz folgt
K+ W = konst. = K,ur = Winax

mit der kinetischen Energie
L L
K=1% I w? pAddx = % @’ cos’(w ) I X(x)’ pA dx
0 0
mit dem Maximum fiir 7(¢) = /
L
Kpox = @°/2 I X(x)ZpA dx = a)szeZ
0

mit der bezogenen kinetischen Energie

L
Koo 1= % j X(x)? p A dx
0

und der elastischen Energie
L L
w="1% | ELwdc= Ysin(0) [ ELX)" dx,
0 0
die ihr Maximum als
L
Wias = ¥ j E L, X(x)"? dx
0

annimmt. Damit gilt fiir die zugehorige Eigenkreisfrequenz der RAYLEIGH-Quotient

a)Z — Wmax )

Kpez
Dies gilt exakt, wenn X(x) eine Eigenform ist. Machen wir hierfiir hingegen einen RITZ-
Ansatz, der mindestens die geometrischen Randbedingungen erfiillen soll, so erhalten wir
eine Niherungslosung fiir die Eigenfrequenz, die immer grofer als die tatsdchliche ist.
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Beispiel
Fiir den beidseitig eingespannten prismatischen Stab machen wir den RITZ-Ansatz

2
X(x) = I —cos 2—”)( = Xx)" = 2z cos 2—ﬂx,
L L L

der die geometrischen Randbedingungen erfiillt. Damit sind

2r - 2 2r 4 3
Woae = | < [ ELcos (< x)dx = 4ELx'/L
0

und

L
Kper 1= % j (I —cos 2Tﬂx)z,oAdx = 4pAL,
0

womit der RITZ-RAYLEIGH-Quotient

4El, 7 4
a) = =
Kpe: r 3pAL

ist. Dies unterscheidet sich von der exakten Losung mit Faktor 22,37 nur um /7,8 %.

258
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